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и отрицательво при двищенщ въ и положительно при двитени въ 


отрицательную сторону 


ОТДЪЛЪ 1. 
Обе принципы динамики. 


ТЛАВА Г. 


Принципъ Даламбера. 


$ 240. Общая заибчаня. Для рышен!я задачь на разновфее точки 
или системы точекъ, свободныхъ или несвободныхь, существуеть, какъ 
мы видфли, замфчатеньно оби методъ, доставаяемыЯ принципомь воз- 
можныхъ перемфщен!!. 

Мы видёли, что уравкевя разновёс!я несвободной точки (31) сложнфе 
уравнеи! равновфея точки свободной (29). Наибольния затрудневя при 
составлени уравяенй механики возаикаютъ въ тЬхъ сдучаяхь, когда 
система, или часть снетемы, неевободна, когда приходится имть дЪло ие 
только съ заданными силами, но и съ реакшями связей. 

Выработать для составлешя уравнен! динамики привцияъ стодь-же 
общ, кавимъ являетея привцийъ возможныхь перемёщея!Й дая статики, 
представлялось дфломъ первостеценной важности. Такой принцидъ, при- 
водящ1й всю динамику въ статикф, быль найдень въ ХУТШ-Ьмь сто- 
ль знаменитымь математиком и энциклонелистомъ, сподвижникомь 
Вольтера и Дидро, Дазамберомъ. 

$ 841. Сила ннершн. Прежде чЪмъ приступать къ изложению прин- 
ципа Даламбера познакомимся съ донамемь о силЪ ннерцуи. 

Второй законъ Ньютона можеть быть выраженъ ураввешехь 


9... * ВВ) 


Р—т 


эсли имфемъ л№ло съ точкою свободною. 

Обязательная во веёхъ случаяхъ однородность уравяен!Й указываетъ, 
что (— 2) ичфеть разуфръ свлы. Поэтому хожно эту величину (-— 2) 
ралсматривать какъ сизу, направленную въ сторону противоположную 
усвореню (+ 7), слдовательно, въ сторону протавопозожную си Р. 
Уразнеше-же (312) можно разсматривать какъ уравнене равнов5оя 
дЪйствующей реальной сплы Р и фиктивной воображаемой силы (— 7), 
1 


Е. Б. Дедове._Куроь тешнической мелавшии. 


которая равна и противоположна силь Р. Эту силу (—”)) называють 
силою ннериуи. 

Отсюла завлютаемъ: движен!е свободной точки совер- 
шаетея такимъ образомъ, что въ каждое мгновен!е дЪй- 
ствующая на точку реальная сила уразявонф шивается 
съ воображаеною силою инерц и. 

Повимаемая въ такомъ смыслЪ сила инерШи не обладаеть никакою 
реальностью. Но можно ее реазизировать саЪдующимь образомт. Пред 
ставимъ себЪ, что, мы замфияемъ дёйстве силы Р тёмиь, что, взявъ 
точку т въ руку, воспроизволииъ, двигая рукою, то самое движене 
точЕн #, какое провзволила бы сила Р. ДЬйстые руки на точку въ каж- 
дый данный моменть равно дЪйствю, которое оказываза бы сиза Р. 
Реакц1я - же, оказываемая точвою т ца руку, равна и 
противоположна сил Р и потому равна вил инерц\и (— ж7 

Теперь мы можемъ даль слфлующее опредфден1е: Силою инерц!и 
называется сила, равная произведен! ю массы на уско- 
рен! е и ваправленная въ сторону противоположную 
усворен1ю. 

Зах чан е: силу инерцщ:и нельзя разематривать какъ 
силу, приложенную къ ТОЧЕВ №: ве можно разематривать 
хакь реавц{ю, которую оказала-бы точка т на связь, 
которая дВйствовала -бы на нее таЕкЪ, что заставила - бы 
Фе совершать то самое лвижен!е, которое она совершаетъ 
подъ дЪйств{емъ силы Р. 

Не трудно видфть, что проекщи сазы инерции на оси коордивать суть: 


(-2 =): [9 [-"#). -.. - (818) 


Уравневя движен!я свободвой точки: 


.. 84) 


можно разематривать какъ уравнене равновфая между силою дЪйетвую- 
щею, проекцён которой суть Х, У, 2 и воображаеною силою инерди, 
п оевщи которой суть (-- т 1%) ; (— т и ; (- т Е . 

-Такъ какъ сила янерщи тозько воображаемая, плолъ нашей фантазии, 
то равновЪ4е ея съ дЪйствительною силою Р не заставляеть еще 
точку №» находиться въ покоф изн въ состояни равномфрно-прячолиней- 
наго движеня. 


Сопоставивъ уравкене движения (314) свободной точки съ уравне- 
ними равновья (315) 


Х = 
Ри еее + 4} 
29| 


заклютаемь: 1) уравнемя двяженя свободной точки получаются из 
уравнез!й  равновфоя помошью пи въ ДБйствующимь силамъ 
Х, У, # силь инерш (= >): (- ии (-т 12) 
‚У, инерщи | — Ее С ди 
2) Уравнен!я движен]я бвободнон точки состав- 
дяются какт уравнения равновфс{я но де одняхЪ только 
заданныхъ силъ, а и снлъ икерд!н. а 
: г 
Припомнимъ, что ускорене у хожно разложить на тангеншальные т, и 


нормальное > заклюзаемт, что силу ннерцш (— #7} можно разложить 
де 
на тангевшальную силу инерщя ([—т де’ И на вормальную сизу инер- 


п (— т °). Послфаняя направлена по вифиней нормали къ траекто- 
ра, такъ какъ центростремительное ускорене (== 5) напранлено по 
внутренней нормали (къ центру кривизвы). 

$ 249. Пранцить Даламбера. Дазамберъ приветь и движеще несво- 
бодной точуи къ равновфею совокупности задавныхь сить п силъ инер- 
Ш. А пменно, слёдующихь образомъ. 

Сила Р, хЪйствующая на точку несвободную (наприфръ, па точку т, 
лежащую на поверхности) (фиг. 135), сообщаеть совсфуъ не то ускоре- 
не, которое она сообщила бы точЕЪ 
свободной. Лежмная на поверхности 
точка находится въ такихь усломаяхъ 
какъ такая своботная точка, на кото- 
рую. кромф дфйствующей силы (задан- 
вой) Р, дЬотвуеть еще реакая № 
поверхности. СаЪдовательно м; пред- 
ставится какъ равводйствующая. силЪ 
Рну. Равная-же и противоположная 
этой равнодфйствующей сила (— 7) 
кнерши уравновфеится. стёдовательно, 
силами Ря \. Отеюда слфауеть, 110 
сязы Ри (—тЛ ураввовъсятся реак- 
шею Х. Хотя это равновфсе будеть 
фиктивнымь волЬдстве фиктивности д5й- 
стя ва точку енлы инерши {— 25) 
и хотя въ дЪНетвительвости точка #2 будеть двигаться, тёмъ ие менфе 
въ течещи именно этого двнжешя совокупность силь Рая (— я} будуть 
удовлетворять законамъ равновфся. Будучи вфрныхь дда одной точки, 
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это замфчан!е вфрно и для всякой системы точехъ. Принципь Далам- 
бера и состоить именно въ томъ, что совокупность сидъ дЪй- 
ствующихъ исилъ инерц]и всегда находится въ равно- 
вЪе1н съ реакцями связей, 

Сёдовательно, для полученя уравнев! достаточно написать уравне- 
я раввовфея, прибавивъ къ дёйствующимъ силамъ еще и силы инерции. 

Поэтому можно выразять принцилъ Лалалбера въ той болфе общей 
в особенно примфкимой къ задачамь формЪ, въ какой овъ выраженъ 
въ Бесфлахь о МехапиЕ$ В. Л. Кирпичева (стр. 75): 

Вс законы равновфе:я, вов теоремы равновЪфс[я, 
вс уравиев1я равновЪс:я могутъ быть примфнены къ 
нзучен|ю движен!:я системы. Дда этого нужно только 
въ услов!яхъ равновВс:я прибавить силы инерцги, и 
тогда мы получим законы, теоремы и уравнен!я, отно- 
сящ] ася къ движен! ю систены. 

$ 223. Примёръ 1-ый. Нфоколько грузовъ т, т„, ®, (фиг. 186) 
соединены тибкою нерастяжимою витью и приводятся въ движене по 
ионерхности горизонтальнаго стола, 
грузомъ эн посредетвомъ нити, пе- 
—й ревинутой чрезъ блокъ А. Найти 

| ускореше груза +, отвлекаясь 
| оть треня. 
| Искомое ускореве 1 груза ж 
[3  будеть отличаться оть ускорена 
” д земнато таготыМя. 
Вфсъ груза эп равенъ 99. 
Силы ннершы будуть: 


Фиг. 136. 


для т, сила инерщи равна (— #7) 


т, » ь » (-тЛл 
от в » » ый 
эт › » » (—тл. 


По принципу Даламбера уравнеше движеше получится, волн вапя- 
шемъ уразневе равновфя совокупности силъ ннерши ин дЬйствующей. 


силы 29. Оно будеть очевидио: 
5. 


т,} — т, — т} — ту + тд = 0 
Отсюда: 


Видя, что ускорене 71 получилось постоянное, заключаемъ что дви- 
жене груза и будеть равномфрно ускоренное съ усворешемъ 7. Таково- 
ве, только въ горизонтальномь нанравлени, будегь движен!е грузовъ 


| 
| 


э., т, т, благодаря существоваюю инти, связывающей ихъ съ гру- 
зоЪ т. 

Бели-бы надо было привать во внимаше треше грузовъ *,, 2, т, 
© столь, то ати трея пришлось бы ввести какъ силы, дЪйетвуюлия въ 
сторову противоположную движеню. 

Если соотввтетвенные козффишенты трешя суть У, Г», У, то салы 
трены будуть 

ли Ллтб о Лт 

Подучимь по прнеципу Даламбера: 

ту — Дт, 9 — т, — Ут, 9 т.д — ту ту + ту = 0 

Отсюда: 


ИАА ЗЕ 
эт, +, + т, 


$ 244. Прихфръ 2-ой. НЪвоторыя явленч, кажущиеся на первый 
взгдядъ странными, сразу выясняются помошью принципа Даламбера. 
Приведемъ этому примфръ и укажемъ затВит на техни- 
ческое значене самаго этого прим ра. ЕЯ 

Устроямъ ось маяткика въ доскё (фиг. 137), кото- 
рая можеть надать вертикально межлу прорёзами, нф- 
шающимн ей навлонаться. Рези, откалонивъ маятникъ, + 
предоставимъ его дЪйств!ю тяжести, нридерживая доску, 
чтобы онз ве падала, то маятникъ будеть обычнымь 
образожъ качаться. 

Но если продфлаемъ то-же самое, не придерживая 
доски, а предоставивъ ей падать, то, что сдфлаетеа съ 
маятникомъ? Фиг. 137. 

Тира › участвуеть въ падени доски; она по 
отношеню въ доск® не движется, ибо тЬйствующая сила #9 уравновЪ- 
шивается силою инерши — 279. Итакъ гиря зи остается но-отвошенно 
къ доскБ ноподвижною, 

Такое ифсколько неожнданное слфдств!е принципа Даламбера, разу- 
мфется, оправдывается и ка опытВ. 

Но особенно интересно для насъ то, что это неожиданное явлене, 
прекрасно, однако, предсьазываемое принципоиъ Даламбера, имфеть 
большое значеше при устройств ляфтовт, служащих для подъема 1ю- 
дей въ верхи этажи. Для безопаеноети этихъ лифтовъ устраиваются 
различныя приспособлена, которыя предотврашали бы гибель поднимае- 
мыхь людей въ случа разрыва подъемнаго кавата, Въ чисдЪ тавихъ 
приспособленёй практикуется и стёдующее (фиг. 188). 

Подъемный канать АВ пряврфиляется не непосредственно къ клЬТЕЪ 
‚В, въ воторой силять пассажиры, а 5Ъ узку В, отъ вотораго идуть ва- 
наты Вр и Ва къ кривымь рычагамъ рор’ ни 464’, насащеннымь ва 


— 6 — 


втку шарнираяя а и б и оканчивающичея острями, сповобкыхи. въ 
случав разрыва каната „1, упереться и вов- 
зитьея въ деревяниыя стойки ЛЁн У. 

Однако, для этого надо, атобы что-либо 
повервудо въ критичесый моменть рычаги 
около нарнировъ я и 6; ниженерь, который для 
этой цфан насазляъь бы на рычаги въриу 
противовфеы, могь бы оказаться виновннкомь 
смерти наскажировъ, потому что его противо- 
зЪеы не подвинули бы рычаговъ по той-же 
причин, по которой изятвихь на падающей 
доскВ не колеблется. 

Хоропий инженеръ, усвоивпйЙй приящиь 
Даламбера, ставить пружины, притягивающя 

Фиг. 138. копы рн 4 рычаговь къ кабткБ въ случав 

разрыва подъемнаго каната. Еще боле осто- 

рожный инженеръ пользуется болёе совершенными предохранительными 
снарядами, о которыхъ здфсь неумфетно распространяться. 

$ 245. Примфръ 8-1. Представямъ себ паронозный котель 
{фиг. 139). Когда онъ неподвиженъ, то уровень А.В находящейся въ немъ 
воды горизонталень, потому что онъ 


располагается нормально къ дфйетвую- г“ 
щей на воду сил тяжести. # 

Не если паровозъ двигается по 
торизонтали съ ускорешемъ ) то уро- 

Е 
р в . ы 
* ю — # 
Фиг. 139. Фиг. 140. 


зень воды располагается по наклонной нлоскости (1). Почему это? 
На это получимъ отвфть по приеципу Даламбера. При движеви паро- 
воза съ ускоренемъ 7 (фиг. 140) резкщши уравновёшиваютъ равнодЁй- 
ствующую м7 тяжести 9 дЬствующей по вертикали внизъ, и силы 
пнерши — 2; направленной по горазонтали въ сторону протизополож- 
ную движению паровоза. 

Уровень располагается нормальво къ этой равнодфйствующей, слё- 
доватедьно навдонно подъ угломъ ф къ горизонту равнымъ углу, соста- 
вляемому равнодфйствующею и] еъ вертикалью. Не трудво вял®ть взъ 


чертежа (фиг. 140), что 


=... ........ (6 
ту (316) 


| 


То-же самое будоть съ уровнемъ воды во веявомъ сосудЪ, находя 
щемся въ пофадф, в по наблюдению угла ф отклояеня уровня можно. 
помощью формулы (316) опредвлить ускорев!е ; пофзда, если извфетко, 
что овъ идетъ по горизонтальному пути. 

Наконець, можно для той-же цЪли, то есть для опредбленя уско- 
реня пофзда. пользоваться уровнемъ съ пузырькояъ. Потому что пузы- 
рекъ уровня будеть отступать по тчъ же причинамъ оть своего сред- 
наго положена. 

$ 246. Проекши силъ инерши. При развит далькфйтей теорш 
удобно имфть ясное представлене о проекщяхъ на оси коорлинатъ силъ, 
фигурирующихь яъ принцип Дадамбера: дЪйствующей, потеряи- 
ной и сиды инерц1и. 

Проекщи дёйствующей силы Р эм буденъ обозначать буквахи 


ХЕ... 8) 
Проекщи силы инерц!н (— 5) суть 
4%. Фу. ка 
т ав; в де} т аа. - . (818) 


Равнодствующую силъ Ри (-— 7), уравковъшивающуюся съ реак- 
ею, Даламберъ назвалт, потерянною силою. 

Слфдовательно, проекди потерянной силы стть азтебраичесыя 
суммы проекшй силы дёйетвующей и силы инерп:и. Итавъ, со- 
глаено ст (317) п (318), проекщи на осн коорлинать потерянной 
силы суть: 


Хы 
у 

У—т еле & (349) 
[2 

2 —тав 


На основан принцица Даламбера, для вывода уравинен(Е 
движен!я достаточно написать уравнен!е равновбс!я 
потерянныхъ сил. Другими словами: для вывола уравнений 
авнжев!я достаточно въ соотвфтетвующихъ гравне 
н}ахъ равнов%с]я замфнить лЬйствующ!я силы Х, У. 2 
потерянными 


8 


Навонець зто же самое можно выразить словами: для вывода 
уравнен!й движен!я достаточно въ соотв ётетвующихь 
уравнен:яхъ равковве!я прибавить къ хйствующимъ 
сизамъ Х, У, 2 силы инерц]и 


2 Фу. д 
ар! тар’ ар. 


Чодезно запомнить вытекающее отсюда сяфдетвйе: уравнешя раз- 
новфся ие содержитъь производныхь отъ координать по времени. 
Уравненя движен:я отличаются ость уравненй равновфыя тЬиъ, 
319 содержать вторыя производных; по интегрировав1я они содер- 
жать нервыя производныя и по саёдующемъ ивтегрироваюи содержать 
время +. 

$ 247. Уравнешя движешя точки, принуждекной оставаться на 
поверхности. Если Х, У, 7 суть проеьши равнодвйствующей задан- 
ныхь, дфйствующихь на точку, сить и есат реакщя поверхности 
на находящуюся на ней точку % равна №, то уравненя равновВая 
будуть: 

Х-+ Ме (М =0 
У Ме (Мо! ..... - 390} 
+ Мооз (№, 8) =0 


Добавивъ сюда проекши силы инерщи, получимъ, по принцицу Да- 
ламбера, уравненя движеня точки по поверхности: 


@х ] 
Х + Ме (М, =) тан =0 
у Фу 
У Мо (у — ви =0 ие + (821) 
. #2 
А + №09 (5, 2) —т = 


$ 248. Уравнешя  движеня точки, находящейся на лиш. 
Точно также изъ уравнев равновфся точки, прянужденной оста- 
ваться на внШи пересфчешя двухъ поверхностей, дающихь реакщи 
№Мим№ 


Х + Мод (№, 2) + М, 60$ (№, 2) =0 
У + Мовз (№, 5) + М 08 (Му=ог.. - . (322) 


Я + Моз (М, 2) + М, 4 (Ха = 


К: 


получихь, по принципу Даламбера, уравнен!я движешя такой точки: 


4х 
Х -+ Ме (М, 2) -+ М, е0з (М, =) т тя 0 
г 9 
У + Мол (М, 3) + Мо (Муфта = .. 828) 
2+ Мо (М, +, ве (Уд 20 


$ 249. Достаточноеть уравневй (391) и (323). Въ случав отсутствя 
трея реавщи связей Ми М, направлены по нормалямъ къ поверхно- 
стямъ. Изь анализа извфетно, что коеинусы угловъ, составляемыхъ нор- 
малью въ поверхности 


Рау =0 
съ осячи координать опрелбляются формудами; 
ви у 
605 (М, =) == 42 
608 (№, = ИИ . . (324) 
и Ра, ГОР, ГОР! 
У) =) 
вов (М, #} = 


2 я 
Я 
\ = ду 82} | 
Еоля точка принуждена оставаться из поверхности, то требуется 
опредьдить четыре величины 2, уу ли №, Для ахъ опредфлешя доста- 
точно четырехъ уравнев!Н, а именно трехь уравнемй (321} и уравяеня 
Ауд =о. 
Если точка ирикуждена оставаться на дин, то требуется опредь- 
лить пять величияъ: 
у 2. Ми. 
Дая ихъ опредёленая достаточно пяти уравяен!, а имено трехъ 
уравненя (323) и уравнен! поверхностей 
У, 9,8) =0; Ефуй = 
въ пересфчен!и которыть находится данная лин!я. 


№ — 


Все это предиозагаеть, козечно, что въ уравненяхь (321) и (32 
косинусы будуть предварительно замфнены по формуламъ (324). 

Задача. Опредёлить движене тяжедой точки т по поверхности вер- 
тивальнаго круглаго цилиндра подъ дЬйстыемъ вЁса шу и толчка, е00б- 
щившаго начальную скорость о горизонтально по самой поверхности. 

За паоскость (т, у) примемъ горизонтальную плоскость, проходящую 
презъ начальное положене точви. Точку пересфчейя этой плосвости съ 
осью цилиндра прамемъ за начало коордивать; ось зедовъ возьень по 
вертикали внизъ; ось пксовъ направиму, табъ, чтобы она проходила 
чрезъ начальное положене точки 2. 

Уравнензе цилиндра ихфетъ видъ 


эту = №, 
тдь В эго ращуеъ. Имбель: 


%_ 
др — 


По форууламъ (324) вычисляемъ; 


685 (\, #) 


а 


воз (№, у) = 


608 (№, 2) =0, 


Стёдовательно, по (321) уравневня двяженя будуть: 


+ т м @х 
5 = и 
В а 
Му Ру 
ет, --. - (835) 
фе 
т = т ца 
Ивтегрируемъ дважды послфдиее изъ уравнен! (325) и опредёлимь 
произвольныя постояяныя изъ условй: 1) при #—0 имфемь ры =0. 
2) при { = 0 имфемь & = 0. Получимъ: 
42 
— = а 2 
#2 - (826) 


Исключивь № изъ первыхь двухъ уравненй системы (396), по- 
дУчимь 
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Интегрируя это уравнене, найлемь: 


Ч Чу г 
т й=6. еее , (327) 
Въ начал движения публ 
ЧЕ . _ % 
9=0; = в Е; = 
Поэтоху, для начальных данвыхь уравнене (327) обратится въ 
— Ви = С. Подставляя опредзяемое отсюда О въ (897) получимт: 
= _ „9 
| — Вы. . 


...... 888 
Кооршиаты х, у, # динжущейся точки должны удовлетворять все 
время урависню цилиндра 

р: 


и получаемому изъ него дифференцироваемь уравненю 


29 
Недлючивь 7 из (323) и (329), позучины: 


Че Гоц 
“ит [» пи 
или 
{2 ре + Пе = 0, 
Эго уравнеше съ уравненехт. 


ну = В 
цилиндра дает 


95 
В =-ыи 


Ивтегрируя это уравневне и опредфлавъ постоянное ннтегращи изъ 
начальныхь данныхь, подучимь: 


= [в]. с. (830) 
Изъ уравнеша ини= 
пиландра и изъ (330) сафдуетъ: 
„= вне [в з#). .... 888 


Уравненами (326), (330) и (331) задача рёшена. 


— — 


$ 250. Резкщи связей при двяжен. По принципу Дазамбера поте- 
ранвыя силы уразновфшиваютоя резкщйями связей; связи могутъ, слфдо- 
нвтельно, подвергаться большимъ напряженямъ, стремящихся разрушить 
ихь; вромё напражешй статическихъ зюгуть появиться большя 
вапряжевя динамическтя, зависяпя только оть движеня точки по 
связи. Тучшимъ прямфромъ динамическихь напряжевй могуть служать 
напряжен!я, развиваюцияея въ маховик вслЬдстые его врашешя: со- 
зершенио крёпыЙ въ состоявш покоя маховикъ можеть разглотёться на 
мелые куски при слишвомъ большомъ чиелф оборотовъ велфхств!е возни- 
кающихь при этомъ центробЪжныхь силъ. 

Даже при постройк® моетовъ приходится счататьея съ динамиче- 
©БОЮ нНагрузкою, возниБающею оть движеня идущаго по мосту 
поза. Коли мость вначаль быль прямымъь. Нодъ дЬйствемъ статиче- 
ской нагрузки о пофзда, пмзющаго массу # мость прогибаетея по 
кривой. Еели радусь кривизны этой кривой въ тонъ мфет, по кото- 
рой идеть пофздъ есть р, скорость-же пофзда о, то возникаеть добаноч- 
ная динамическая нагрузна въ видф центробфжной ситы =. Тань 
образомъ получается: 

т статичесвая нагрузва, 


зо? 
-, динамическая нагрузка 


и уботь надо разочитывать ва подную нагрузку: 
ИЗ 
тд — 


р 

При большихь ® динамическая нагрузка можеть оказаться даже б0- 
лфе статической. Инженеру, строющему неподвижныя сооружешя, при- 
ходится знать хорошо неё только статику, но и денамику, хотя-бы уже 
въ виду подвижности грузов. 

$ 251. Вопросъ объ илшюзорности или реальности сидъ инерши. При 
ивелЬдован:и движеня точки у насъ получились силы инерши какъ фиБ- 
тивныя, а между тёжъ эти силы способны разнести маховикъ, разрушить 
мость и проч. 

Канъ это одно съ другимъ согласовать? Совершенно тавъ-же, каЕЪ 
въ случаЪ центробфжной силы. Силы инерщи ве дЪйствують ва движу- 
шуюся точку, но дЪйствують на связи. По отношеню въ движущейся 
точкф овф фиктивны, по отноше къ связи онф таковы, что стремятся 
ее разрушить. 

$ 252. Общее уравнеже механикя. Приложивъ привципь Далачбера 
къ общему уравненю равновЪФя, выражающеку принципь возхожвыкъ 
ъперемфщен!, Лагранжъ вывезъ такое уравнеше, которое завлючаегь въ 
себЪ всю механику, потому что оказывается приложимыиь ко всякому 
случаю равнов5я или движеня какой-бы то ни было системы твер- 
дьхъ, жидвихь, нли газообразныхь тьлъ. 


— а — 


Выведемь это уравневе, Для этого припомнимъ уравнене 


УР. 8. 089 =0.. (81) 


выражающее приваипъ возможныхь перенфщен!й. Если ямфемь вакую 


нибудь систему точекъ 2и,, ж,„, т. . ., на которыя дЕйствуютъ задан- 
ныя силы и если проекци этихь снхь суть: 
Х,Х,Х,.. У, У... ... 5%...) 


проекши-же возможныхь перенфщен точекъ приложеня этихъ силь 
суть: РЕ ара р 

2х, бло, ба... О: ВУ, Уз + зе бб 623. 628 5 ео 
то уравнене (87) приметь видъ: 


Ха-ха +. Убив. Рай... 


которое можно изобразить сокращенно таБъ: 
Уса - У + Ид =0....... (838) 


Прянцииъ Даламбера учить, что уравнен! (332) равновфая перей- 
деть зъ ураннеше движения, если къ задавнымь силам прибавимь силы 
инерии:. Сдфлавъ это, получимь: 


У >#) 


Везичивы 
Х, — в, 


( 


425, 
а 
можно разсматривать какъ проекщи потерянныхь силъ (см. $ 246). По- 
этому уравнене (333) представзяеть с0б0ю уравнен!е равновфея поте- 
рявныхь сихь, Боторыя ло принципу Даламбера всегда на связяхь 
уравновышиваются. Но важно не это, а то, что (333) есть самое общее 
уравнеше движеня, что проекции 

42, Ф: 

ан’ ав 
ускоревй какого-бы то ни быхо лвиженыя подчиняются этому уравнен!ю. 
Какова-бы ни была данная система, состоить-ли она изъ отдфльныхь 
точекъ, связаны-ли эти точки удерживающими связями, представляеть-ли 
система твердое, жидкое илн газообразное т520 ПЛИ СОВОБУПНОСТЬ ТВЕНХЬ 
тёлъ, лвижен! ея подчиняется уравнению (333). Не трудно видфть, что 
и равновфие подчиняется этому уравненлю, тавъ какъ общее гравнеше 
равновЪе1я (339), есть частный случай уравнешя (333), получаюнийся 
ееди веб ускореня равны нулю. 


х,— 


м 


По поводу этого чрезвычайно важнаго уравнен!я, въ которомъ какъ 
въ фокус сосредототена вся механика, надо сдфлаль два важныя за- 
мъчан!я. 

1} ВеБ физичесмя явлешя сволятен на льнжеше илн ив развовфсе: 
теплота — лвижен1е молевулъ, свфть — движеше эфира, элевтричесый 
токъ—движене олектроновъ, химическое средство-—дьйств!е междуатгом- 
ныхъ силъ, зарядъ кондуктора—равнов}с!е эаектроновъ и т. д. Но фи- 
зика, въ свою очередь представляетъ собою основу другихъ наувъ: Х8- 
мш, физозойи и проч. 

Поэтому можно сказать, что формула (333) солержить вЪ себЪ всБ 
законы неорганическаго мра и многе заковы ма органическаго. Ее 
можно назвать мровою форчулою Лагранжа. 

2) Эта формула представляеть собою вершину механики, съ которой 
хорошо вооруженному глазу многое видно. Изъ нея мы выведемь три 
закона: движен!е центра тяжести, живой силы и монентовъь количества. 
движения, имфюние первостепенвое значеше въ механикЪ. Въ поса®- 
стыи-же выведехлъ изъ формулы (338) уравнешн Лагранжа, непосред- 
ственно приложиныйя 50 всякой механической задачЬ. 

О трехъ уломянутыхь законахь, къ выводу которыхь мы теперь и 
приступихь, необхолимо сказать слфлующее. Съ часто научной точки 
зрШя первостепенная важность ихъ усматривается хотя-бы уже изъ 
того, что одивъ изъ нихъ (завонъ живой силы) прелетавляеть собою 
математическое выражен! закона сохранешя онерми, полагаемаго въ 
основане современнаго естествозкан!я. Съ точкя зрёвя выясненя тех- 
ническихь вопросовъ можяо сказать, что множество такихъ вопросовъ и 
задачъ рышаетея еразу при помощи этихъ законовъ иногда безъ вен- 
кихь дальнфйшихь вычисленй. Ясное усвоеше смысла этихъ законовъ 
даегь въ руки инженера какъ бы сильнфИпий телесвопь, помощью ко- 
тораго сразу видно многое такое, въ чемъ, при невфлфнш этихъ заво- 
овъ. можно было бы основательно запутаться, нагородить мвожество не- 
вфрныхъ формуль н настроять множество никуда не годныхь машивъ в 
здав!й. 


ТЛАВА П. 
Законъ движеня центра тяжести. 


$ 253. Общёя заиёчавя. Мы видфли, что лаже изучеме движеня 
точки, падающей въ пустот, требуеть антегрировашя. Насколько-же 
болфе сложвымъ является движение твердаго тфла, въ течени которато 
каждая точка описываеть свою траекторию; движене системы тёлъ, 
а также зважен!е жидкостей и газовь является еще боле еложвымт. 
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Выпдеснемь изъ стакана воду, какъ движется каждая частица воды, 
елва-ли можно когда либо узнать потому, что это зависить отъ множества 
условй. Точно также едва-ли можно предугадать, вакъ нолетить каждая 
дробинка, еелн выстрфлиди заряломъ дроби; для этого надо было-бы 
знать, каково бызо расположене дробинокъ въ зарядЬ, какое вмяне 
оказывало на ташя-то изъ ннхь треше о стволъь ружья и прот. Изъ 
этихь примёровъ видио, скодь трудно уставовить теоремы для болфе или 
меяфе общихъ случаевъ движеня системъ точекъ. Иоэтому если 
удастся предсказать для довольно болышахо числа случаевъ хотя. бы дви- 
жене одаой точки системы. то и а:0 надо уже считать крупных за- 
воеванехъ въ науБЪ, особенно если движене этой олной точки окажется 
характеризующизь, хотя бы нфекотько, обшйй характеръ движеня си- 
стемы. Сейчасъ ны и покажемь, зто въ огромномъ числ случаевъ можно 
прелугадать, ло крайней чЪрЪ. как лвижетея центръ тяжести системы. 
Нроснуяъ однако обратить внняаве на то, что когда намъ удается это 
слёдать, то еще цфлая пропасть будеть отллять насъ оть знакомства 
еъ движенюмъ веей системы, то есть съ движешемь Баждой изъ точекъ, 
ее составляющихъ. 

$ 254. Выводъ общихь уравнен! двкжешя цектра тяжестк. Выволь 
каждаго изъ упохянутыхь закововт, начинается съ наложеня ныгото- 
рыхь отраничею. Въ вастоящемь сдучаЪ введемь слфдующее огра- 
ннченте: будемъ разсхатравать тозько тавя системы, которыхъ нитто 
(никактя евязи) не уфшаютъ совершать любое поступа- 
тельное движек!е. Поступательнымь движешемь называется такое 
движене системы, въ которомъ всЪ ея точки опиеываютъ равные и па- 
раллельные пути съ одиваковыхи скоростями, эти скорости могуть быть 
и криводинейвыми, Надоженному ограничению удовлетворають, напри- 
ыфръ, свободное твердое тёло, свободная жидкость, евободный газъ, сво- 
бодная система точекъ. 

Въ тадомъ случа дзя точевъ системы возможны п тазя (между про- 
яимъ) переяфщеня 52, ,. . 2,24, . . 22; 82,. . . Присраия 
одному изъ возхожныхь поступательныхь перемщенЁ, положияъ та- 
кому. въ которомъ перемфщеня всфхъ точекф равны одному и тому же 
55 и взаимно паралледены. Пусть проевши этого 8$ на оси координать 
суть 72а, 88, 81, такъ что: 


| 


приметь вязь: 
9. | 12, ‚. 
ча [2—1 | ы 6 (338 
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Упрощене, сравнительно съ формулой (333) получилось значитель- 
кое: тамъ дпя каждой точки были свой @, капримёръ для одной 5т,, для 
другой 82., и такъ далфе; здфоь всВ 82 раввы а, всё бу равны 58, вов 
6ё= равны 81. Поэтому 85а, 83 и 61 можно вывести 3& знакъ суммы, и мы 
получимъ: 


„У(х т в) У (у т а) + и У(2 "%) (335) 


Воть какое упрощеше мы получили отъ первой части налзоженнаго 
ограничены (что како в-нибудь поступательное перемфщеше возможно}. 

Вторая часть каложениаго ограничевя заключается въ томъ, что 
всякое поступательное двяжене возможно. Это значить, что возможно 
всявое 55. А это равносильно тому, что возможны веяюя 8а, 88, 81, то- 
есть что ба, 88, бу совершенно произвольны,. 

Теперь является вопроеъ, какъ выйти изъ протаворфч между двумя 
совершенно обязательными условями-—сЪ одной стороны независимостью 
между собою величинъ да. 58, 67 и съ другой стороны существоваемъ 
равенства (335). устававливающимь вЪкоторую зависимость этихъ трехъ 
величинъ между собою? Остается только однаъ вытходъ изъ этого проти- 
ворчЁя: при существован!и равенства (835) величины да, 88, 61 оста- 
нутся другъ оть друга независимыми, если стоящия при нихъ коэффи- 
Щентами величины 


=). Фу\. @2 
Ух"); У(7—= а): У(2-"=) 
будуть иулями. Итакъ, при возможности всякаго поступательнаго дви- 


жен!а системы, уравнен!е (233) обязательно даетъ три слдующя уравнея 


—я* =) =0 


Боторыя могуть быть представлены въ слфдующей болфе поучительной 
фориф. 


. (936) 


и 


Логика приведенныхь выше разсужценй сама по себф весьма кра- 
сива; налагается огравичене, которое можетъ быть предетавлево распа- 
дающимся на два: 1) возможность ноетумательнаго неремфщен!я, харак- 
теризуемаго вектором &5 и 2) возможность веякаго поступательнаго 
движеня. Эти ограниченя заводять насъ въ тфеннны такого иротиво- 
ре „ изъ которато вадевъ только одинъ выходъ. Этоть выходъ ве- 
вомнфино хороигь, потому что даетъ взамфнЪ одного уравиемя (333) 
три уравновя (336). Этоть выходъ окажется блисталельнымъ, ибо при- 
ведетъ къ весьма важному закояу. 

Вторыв производныя въ лфвыхъ частяхь этихъ уравнен относятся 
къ различным точкамъ системы, наприиф р: 
Фт, @т, Фа, 


ао де № ща 


т, Ух. 
= 

Постараемся замфивть ихъ вторыун производными отъ координать 
одЕой точки, именно центра тяжести системы, Для этого представлиъ 
уравненя (72), опредфляющя коордиваты 2, у, 2 центра тажеети, въ 
такой форм: 


Узи | 
‚ а 
Уну-ум |. :..-..-.-. 839 


92 == М 


АДнфференцируя каждое изъ этихъ уравнен! два раза, получим: 


. {335} 
= Ух 
.У\у(.. {38 
= 


Ух 


Е В зоо. -Буреь техвозсокой зехавокя 2 
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Здёсь фигурируют уже только коордикаты центра тяжести. Слфдова- 
тельно (839) суть искомыя уравнен!я двяжен1я центра тяже- 
стя. Они и содержать въ себф законъ движешя центра тяжести. По- 
емотримъ. недьзя-ля выразать зтотъ завконъ словами. 

$ 355. Законъ двяженя центра тяжести. Сопоставявъ уразненя (333) 
движеня зентра тяжести съ уравненями 


4х 


т аЕ 
движеня свободной точки, выводит. 

Законъ движешя центра тяжести. Центръ тяжести системы, 
которой ничто не убшаеть совершать всякое постуна- 
тельное движен!е, движется тавкъ, какъ будтобы въ 
немъ была сосредоточена масса всей системы и какь 
будто-бы въ него были перенесены параллельно самимъ 
себф всф силы, дВйствующёя ва отдфльныя точкн си- 
стемы. 

Замфтимъ прежде всего, что этоть законъ не даетъ ни малёИшаго 
указашя на то, какъ движется сама система, те есть ве матеральные 
точен, ее составаяюцйя: координаты точекъ снстемы даже не входятъ въ 
уравненя (339) движения центра тяжести. Но и то уже хорошо, что въ 
огромномъ чясав случаевъ, иподходящихь подъ наложенный ограничена, 
напримфръ въ случаЪ любой евободной системы, мы уже знаемъ, какъ 
движется центръ тяжести. 

Если, напримруь, взать за конець палку и бросить ее такъ, чтобы 
она вертфлась, то (отвлекаясь оть сопротивлевя возлуха} мы знаемъ, 
зто центр» тяжести палки полетать по параболь, потому что, соглаено 
выведенноху закону. Онъ Полетитъ какъ свободная точва, къ которой 
приложенъ весь вфоъ палки. Но какъ палка при этомъ вертится, мы еще 
‘не знаемъ ин только впосяфдетви узнаемъ изъ картины Пуансо. 

Если детящая граната разрывается въ извфетвоиъ мфотЬ своего 
пути, то, согласно съ выведеннымь завономъ, центрь тажести ся оскол- 
ЕОВЪ будеть хетёть далфе по той же траектори, цо которой оЕъ 16- 
ТЬлъ-бы, есди-бы граната не лоннула. Но какъ полетятъ осколки, мы не 
зваемт, потому что не знаемъ даже, на сколько осволковъ распадется 
траната. 

$ 256. Силы вншыя и внутрення. Внутренними онлами системы 
называются силы, представляющия дЪйстве одной застя системы на дру- 
тую часть той-же системы. ВЕЪния силы предотаваяють собою дёйствия 
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ва разсматриваеную систему, или на ея части, другихъ тЪяЪ, не входя- 
Щихь ВЪ состанъ разсматривасмой системы. сан, вапримьръ, мы раз- 
сматриваехъ, как систему, поршень паровоза, то давлек!е пара будеть 
силою выфшнею по отношении ЕЪ пориню. Но ссли мы разематриваемъ 
весь паровозъ, какъ систему, то давлене пара пл поршень есть сила 
внутренняя. 

По третьему закону Ньютона гнутреныя силы поцарно равяы м про- 
тавоцоложны, и потому, будучи перенесены вт, центръ тажести взаимно 
уничтожаются. Поэтому въ заковф движешя певтра тяжести, остаютен 
играюниеи роль тозько внфший снды, и самъ законъ можеть быть вы- 
раженъ такъ: Въ случа связей, допускающихь всякое поступательное 
движен!е, а схбловательно и въ случаЪ отоутстыя связей, центрЪъ та- 
жести движетея тавъ, какъ будтв-бы въ ненъ была сосредоточена 
масса всей системы п къ нему были приложены веф вяфшея силы. 

$ 357. Движене цектра тяжести въ случаБ отеутетмя виБшнихь 
сядь и при возможности воякаго поступательнаго движевя. Если для 
системы возможны всявя постуцатедьныя движеня и на нее не дЬй- 
ствуютъ вникая внфшня силы, то по закону движеня центра тяжести 
онъ движется какъ тавая халер/альная точка, ва которую не дёйствують 
кикаыя внфиня силы, Но ло 1-м; завону Мьютова такая точка иди 
движется равномёрно прямолинейно илы находился вЪ соетояши покоя. 
Птавъ: 

Въ случа отеутствал вифшявхъ енлъ центръ тяже- 
сти системы, способкой совершать всякое поступз- 
тельное лвяжен!е, или движется ирямохинейно и равно- 
уфрно или ваходится въ поко5. 

$ 258. Влутренними сниами перемфетить центрь тяжести и6в03- 
можно. Изъ сказаннаго въ предыдущемь параграф вытекаеть сл®дую- 
шее весьма важкое для неженера правило: Внутренними силамн 
перемфстить центрф тажести невозможно. 

Таьъ напрам5ръ: самъ себя за пояс не поднимешь, П 
привожу этоть вульгарный примёръ для лулшаго запомннавя только что 
приведевнаго необычайно важнаго для техники правила. Это правию 
выясняеть иногда сразу таке техничесье вопросы, въ которыхь безъ 
него можно было-бы запутаться. 

Въ подтверждене этого позволю себф привести весьма характерный 
примёрь 1зъ практики. Недавно олянъ пзобрьтатель выступить съ под- 
робно разработанвымь проектомъ летательвой машивы слфдующаго 
устройства (фиг. 111). Основною фермою каЪтвн для пасеажировъ и для 
двигателя служить вертикальная рама 1ВСР. Часть ея ВС образовава 
по дугё вругз съ цевтромь въ О. Точка О представляеть собою проек- 
шю (ва пзоскость чертежа) вала, который приводится двагателенъ М 
въ водебательное движене. На валу заклинена штанга ОЕ, ва которой 

2* 
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надьта массивная муфта 2. Когда штанга ОЕ качается, то центробфж- 

ная сила отбрасываеть муфту Р къ концу штанги, н муфта напираеть 

на дугу ВС. Изобрётатель надфялся, 

—— 8 что этого напора муфты Р на дугу ВС 

8“ 7 будеть достаточно для поднятя всего 

1 снаряда и что на такомЪ сварядь можно 

летать, не пользуясь сопротивлешемь 

р | воздуха, хотя бы на луну, если за- 

2] | пастись достаточным колитествомъ кис- 

[ $ дорода для дыхашя. Ири этомъ были 

и приведевы подробпыя вычислемя. Для 

Фиг. 51. отвфта не пришлось даже разсматри- 

вать всф эти подробности. Отвёть нод- 

сказывалея приведеннымт выше правиломъ: штанга и муфта приводятся 

въ дайстие двигателемъ, составдяющимъ часть снаряда, олБховательно— 

силами вкутренними по отвошеню 50 всему снаряду, а внутренними 

силами нельзя перемфотить центръ тяжести. Слфдовательно, снарядъ этотъ 

не только не полетитъ, ко даже и не поднимется. Характерно быдо то, что 

изобртатель, получивш@ техническое образоване, не понялъ, этихъ 

разъискен:й, когда ему сказали, что его изобрётеве противорфчить ва- 

хону движевя центра тяжести. Изъ разговора выненилось, что окь быхь 

знакомъ съ этимЪъ закономъ только какъ съ однимъ изъ случаевь нинте- 
трируемости общато уравнешя неханики. 

Съ точки зрёвЁ:я чистой науки эта интегрируемость, о которой мы 
скажешь впослёдетви, есть самое важное въ разсматриваехомъ закон$. 
Но для техника не столь важна интегрируемость какъ то, что ваутрен- 
ними силами нельзя перемъетить центръ тяжеети. 

Могутъь возникнуть недоразумЪн!я другого рода: спросятъ, а какъ же 
человфкъ п животныя перемщаются по земаф и даже прыгают? вакъ 
локомотивъ движется по редьсамъ? Отафть на эти вопросы заключается. 
вЪ том, что во вефхъ этихъ случаяхь имфются н внфитян силы, пред- 
ставляежыя реакщею пола или редьеовъ. Сильный человфжл, видяний въ 
корзияф, прикрфиленной къ одному концу каната, перекинутаго трезъ 
блокъ, можеть поднять себя, если будеть тянуть внлзъ другой конець 
каната. По это возможно только вотому, что въ этохзъ случаЬ иифется 
и вибшвяя сила, состоящая въ реакшши осн подвфса блока, укрфаленяой 
въ неподвижныхь поднелникахх. 

$ 259. Движене центра тяжести двухъ масет, составляющиехь св- 
стему. Положимт, что разсматриваемая система состонть изъ двухъ тёлъ, 
масеы которыхь суть 9, п эм. Сналала эта система была неподвяжна, 
а затБиъ, въ начальный моменть, внутреная силы сообщили масс® т, 
сворость #. Спрашявается, что сдфааетея съ массою т. 

По закону движенша центра тяжести обный центръ тажести системы 


— 91 = 


останется неподвижнымь въ отсутетыи внфшнихь силъ. Но для того 
чтобы онЪ оставался ненодвижнымь при томъ, что масса т, движется 
со скоростью х„, необходимо, чтобы центръ тажести массы ж, удалялся 
въ противоположеую сторону, потому что если 0 есть общий центръ тя- 
жести разсматриваемой системы, то онь дошжень дфлить разетояне 
между центрами тяжести массъ т, пот, на части обратно пропорцю- 
нальныя массамь и, и ту; должно удовлетворяться отношеяе: 


э, 


я 


Тавъ какъ скорости суть порвыя производныя оть путей, то н ско- 
роети должны быть обратно пропоршональными массамт: 


И 
вла № 
те, = т... 

Произведен!е 2" массы па скорость называется количествоиь 
движен!я, Итавъ, если вообразить себ® массы т, и т, совредоточен- 
ныхк въ ихъ центрахъ тяжеети, то въ разсматриваеномъ случаб коли- 
чества движезя обфихт массъ должезы быть равными. 

Это обстоятельство служить, напримфръ, прачиною того, что ружье 
отдаетъ при выстрЬлЪ, то есть производить толчекъ въ плечо стрфлка: 
система состоять изъ двух частей, ружья и пули; внутревними енлами 
пороховыхь газовъ пуля выталкивается со сБоростью +», ня массу зи, 
волЬдетые этого ружье, имбющее эасеу м, толкается назадь еъ такою 
екороетью г, что 


Прниёръ. Съ какою скоростью отдаеть винтовка въ 5 вгр. вед. 
если вЪсъ пули равевъ 10 гр. н она вылетаеть изъ ствола со сбо- 


роетью 600 метр. 


Масса ВиЯТОВБИ 
масса пузн 
скорость пузи 


5000 тр. 
16» =, 
600 > 


Скорость отдачи ®, опредфдятся изъ уравненя: 


800 _ 5000 
 ю 
откуда 
г. — 10.500 6 метр. 
1 —_ 5000 5 


, 


Чфмь легче вивтовка ин чфхъ тяжелье пуля, тёмъ сильвфе отдача. 
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$ 260. Расшатыван!е фундаменткыхь бодтовз. Подобнаго-же рода 
нвлешя пронсходять во всякой малинни, въ которой значительныя массы 
движутся взадъ и впередь съ довольно большими скоростями, такъ, на- 
прамфръ, въ паровой машинЪ, въ которой поршень и поршневой итокъ 
движутся взадъ н впередъ. Техникъ долженъ считаться съ ТВУь, Что въ 
такихь случаяхь вся остальная часть машаны стремится кодебалься. 
Дая избЪжаня кодебаый машина прикрёнляется къ фундаменту бол- 
тами, п надо, пользуясь вышеприведенною теоремою о сохранен! и 
количества движен:я тт, = т,е,, разечитать, пользуясь тео- 
мею сопротивлевя матераловъ, размфры фундамеятныхь бодтовъ такт, 
чтобы онн способны былн удержать машину отъ колебан!й *). 

$ 961. Частные случан закона движеня центра тяжеети, Положниъ, 
что система можеть совершать всящя поступательныя движешя парал- 
зельныя данной плоскости н что вс дёйствующия на снстему сиды па- 
ралзельны той-же плоскости. Къ такому случаю тоже примфилется за- 
вонъ движен!я центра тяжести. 

ДБйствитедьно, примемъ заданную плоскость за плоскость (х, у) Де- 
картовыхь координать. Тогда нов 52 = 0. Общее уравнене механики 
приметь видъ: 

] ы =0 


чай а*\ а 
У [ха ее (У @ 


и изъ ного получимъ тём-же способомъ какъ въ $ 254-мъ, 


формулы, выражающя законъ движевя центра тяжести для этого случая. 

Если снотема можеть совершать всяйя поступательныя движешя 
лараллельныя данной прячой и силы, дАйствующя на систему парал- 
дельны этой прямой, то получнуъ 


и опять тажи завонъ движения центра тяжести будеть имфТь мЪето. 

$ 268. Занфчаще. Въ приложени теоремъ о данженш центра тя- 
жести чрезнычайно важно различать, былр-ли въ начальный моменть 
центръ тяжести неподвижнымь, или уже двигался. Иногда удобнфе поль» 
зоваться уравнеными (336), когда дЪло идетъ объ отдёльныхъ твердыхъ 
тЬлахъ, составляницихь систему. Трен!я, и другЁя сопротивлешя могуть 
войти въ задачу какъ внфшашя силы, и необходимо не упускать изъ 


*) Впрочемь, въ случь6 постепеннаго нозростаьда скороети, пучше 
проето подечитать силу пиерцЁ!- 1), дЫнлвующую на болты. 
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виду. что, по ирекращени движен!я, эти сопротивленё= обращаются въ 
вуль, Вес это мы вадфемся пояенить нз рядЪ слёдующихь примфровъ, пред- 
ставляющихь собою хараятеркыя впдопзмвяеня одной и той-же задачя. 
8 963. Примфры. Разберемъ нЪекольво олучаевъ слЗдующей задачи. 
На товарной нлатформё (фиг. 142} вфсомъ въ 160 пуд, переваты- 
вается отъ середины ея А 
къ концу, находященуся х 
за  разетоящи 4 саж. 
вправо отъ 4, въ течени я 
10 секундт, центръ тяже- ( ны } 
сть # дрезины, приводи- 
мой въ движеше двумя Фиг. 142. 
свдящими на ней рабо- 
чими. Вфсъ дрезины съ рабочими = 120 пуд. Въ какую сторову и на- 
сколько перемфститси при этомъ платфориа? 
Если за одиницу длины правять футь, то земное ускореше 9 = 32. 
Случай 1-ый. Положимъ, что платформа движется по рельсамъ 
безъ тренйя, предподагаем», что рабоще сразу развили относительную 
скорость и, потребную для перемыщеня равномфрнымъ движенеиъ дре- 
зпвы въ течеши 10 сек. оть А въ В. Примемъ слёдуют!я обозначеня 
#1 — скорость дрезины откосительно платформы, 
%, = абеолютная скорость дрезины (относитезьно рельеъ), 
зв, = масса дрезины 
2, = координата певтра тяжести дрезивы. 
г, = абсолютная свороеть платформы, 
„ -- масса платформы, ` 
2. = координата центра тяжести платформы. 
За начало Боордннатъ примемъ начальное озожене точки А. 
Не трудно видёть, что 


. ® 
Уравнешя (336) принимаютъ видъ: 
т, 
или: 
т, 
Интеграруя, получняъ: 
ве, + т. 
Подставивъ сюда, вмфсто #, его величину изъ (Г), получим 
ти вм =... .... 0 


Пра „.=0 


цУБехь и о. 
Сдовательно в. =6. 
Поэтому: и о +, =0......... 9 
Отсюда: р 
==. . ... . а 
ы жи, 9% 
Воетавивъ въ (Т), получимь; 
с № у 
т, . (0) 
Изъ (ТУ) и (У), какь и слЁдовало ожидать, имфемъ: 
1 =. 
3 т 
Уравнеше (ПГ) можно представить въ видё: 
42, . 
ини + (т, + т.) т ... (0 
Иятегрируя (УТ), получямъ: 
тнЕ- (п, + т), = 0 ....:... СШ 
При 1—0 
нафемъ, 2, — 0. 
Слёдовательво 6, —0. 
По этому изъ УП-го: 
—_ ти! 
пт т. ‚ ото 


Подставивъ сюда заданныя чисда, получихъ: 


120 28 
В 38710’ ю 120. 28 1 фу 
: 150 160 980 тт. 
23 


Итавъ, платформа подвинется въ течени 10 сех, влфво на 12 фут. 
Еъ коЕпу этого времеки дрезина дойдеть до конца платформы и оста- 
новится, Плалфорча тоже остановится, потому что обёй центръ тя- 
жести при движены дрезины вправо и платформы влЪно съ вычислен- 
ными скоростями быль неподвижень, поэтому онъ и останется непод- 
ВИЖНЫХЬ, а ЭТО по остановЕЪ дрезины возможно только тогда, если и 
платформа остановится. Въ результат всего процесса пожучается пере- 
фене платформы влво на 12 фут. 


ве 


Случай 2-ой. Положимь опять, что платформа движется по рель- 
самъ безъ трения. Положимъ, что рабоче катятъ дрезину отъ лЬваго 
края платформы вправо, дойдя ло .4 развивають скорость м относи- 
тельно платформы ип еъ этою скоростью двигають дрезину до конца В 
платформы. Но, пока рабоче катять дрезину до А, платформа задер- 
живается тормазомъ на МСТ, и тормажене превращается какъ разъ 
въ тоть моменть когда центрь тяжести хрезнны проходить чрезь точку 
А. Наскольыо и въ кавую сторону подвинется платформа? 

Въ этой задачЪ только начальныя данныя друмя. До уравнеша (1!) 
доходимьъ такъ-же какъ и въ предыдущемь случа. Но теперь пра 


5: =0 
нуфезт 98 
“= 
Слфдовательно 
д С = жи. 
По этому {1 дает: 
ти и, т) г, == вн 
или: 
(т, +т) в =0. 
Отсюда 


в, = 0. 


Платформа послЬ расторможея совсЪмъ не подвинется, потому, что 
вЪ моменть расторможеня обпий центр тажести (дрезивы и плат- 
формы) уже двигался вправо со скоростью 


т, т, 


Съ такою же скоростью онъ будетъ двигаться и по растормажени 
платформы, а такая его скорость возможна только пря томъ, что плат- 
форма остается на мфотё а двигается по ней со скоростью и дрезина. 

Однако идатфорив будеть стоять на мЁотБ только пока дрезина по 
ней движетея со скоростью и. Коглазже дрезина, дойдя до конна В 
платформы, остановится, а облий центрь тяжести долженъ будеть дви- 
таться вправо съ прежней скоростью як в, то для выполнен] я этого 
платформа должна теперь двягаться вправо съ такою скоростью, чтобы 
золичество движен!я оставалось прежничъ. Танъ что скорость с; плат- 
фориы опредфлится теперь изъ уравненя 


(в = ии) в. 


Отсюда 
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ЗатЪхь за отсутотыемь тремя такое движен!е будетъ продолжаться, 
покуда платформа на что-нибудь не наткнется *). 

Случай 3-11. Примемъ тенерь въ расчеть треше, сопротивляю- 
‘щееся движению платформы по рельсамф. Положилъ, что оно равно 5 
завленя, и предетавлаеть собою, сдёдовательно, силу, направленную въ 
сторону противоположную движению платформы п равную 


Е (т, +) 9.Ё 


тд у = 25- Положимъ, тто дрезина катится оть 4 до В се ско- 
ростью # 10» причемъ рабое почти сразу развиваютъ эту скорость. 
Уравнешя (836) примуть видъ 


Фа, а, . 
т, че + т, р = {т = ”,) 97 
ди 
1 , 
т, т +», %: = (т, + т,) 97. 


Интегрируя получиуъ: 
ны, + тие: = (т, + т,} У - С, 


зачфнивъ здЁсь ®, но формул (1), полулихъ: 


туш = (т т, в, + т) + С, ... . @Х) 
При # = 0 нифемъ и; 0. 
Сальдовательно, С, = 0, и (1Х) даеть 
зе + (в + т,} в, = бы + т) й..... .(®} 
Отсюда: 2+ 
п . (Х0 


Посмотри, спустя вакое время Р отъ выфзда дрезины изъ 4 плал- 
формы остановится? Дая этого опредфлныъ Р изъ того уравненя: 


Е 


=, м, 


которое получится пзъ (ХР) прн обращен ©, эъ нуль. Получияз: 
ини 120.28.200 __15 


(и +т,) Г 250.9. 0 8 


сек. .. . (ХН) 


Итавъ спустя д 
15 


Е 11;, себ. 


платформа останавливается. 


*} Замфтамь, что эдЬСЬ участвовали вяёшьйн сншы тормаженя. 


Для опредблевя пройденнаго ею за это время пути, представимъ 
уравнеше (Х) въ видф: 
4х 


фр т) .... МВ 


пни + (т, + м, 


Иятегрируя это уравнеше. получат: 
в 
би, эт) + 0, 


эниё г (т, т) № 


Пра += 0 ныфемъ 2х, == 0. Сафдовательно С, == 0. Получиуь: 


ний 5 (и, т), == (т, + тих... ИХИ) 


Отеюда: 
т ети 
%= ее 


я-а," 


Подетавивъ сюда изъ (ХИ) время А вмфсто {, получнут: 


2 ниче эт? 
ар ь + т) (а + т, 
ди , 
ри $ 


2: фут. 


3; == 


Вито 

Итакъ, яъ течений: 7?', сок. изасфоруа подвниется вафво на 41 `, фута. 
Затьиъ она остановится, тавъ вакъ 1%10 ирвшло вовсе не къ тозу. съ 
чего началось: началось съ неподвижноети общаго центра тяжести, а 
теперь дрезина еще катится и обний центръ тяжести перемфщается, 
Яо иривелось къ тому съ чего началось во 2-мъ случа, & тахъь мы 
видвли, что платформа остается иеподвижною. Она будеть к теиерь ве- 
полввжна покуда дрезниа не остановится, то есть еще въ теченш 
10—пр = 1+, сек. Для того, чтобы изслдовать что будеть съ илат- 
формою въ тотъ моменть когда остановится дрезина, возьмемъ вачазо 
воординналъ въ точкф, занимаемой обшимь центром тяжести въ моменть 
остановки дрезины, а затфмъ будемъ опредфдять дальнЪйшее его поло- 
жене координатою 2. Движен!е его съ момента остановки дрезины опре- 
длится ураввенемь 


ии Г 


или 


Ивтегрируя, нолучимъ 


При { ==0 имфемь 


ит, 


в, — 


Сльдовательяо 


Ш... ..... У) 


ии 


Обозначая чрезъ Р время, прорекающее отъ остановки дрезнны до 
остановки платформы, изъ (ХУ) получаем: 


И = су 
РЕ т .. . УВ 
Иктегрируя (ХУ) имфемь 
ЕТ 9 - 
ии я та се. У 


При {= 0 имфечъ х 
дасть: 


= и" й 9! 
би, + шрот тру 
или .: 
ти 


я —=41/, фут. вправо. 


2 (т, + т, 97 
Въ результалЪ получается: сначала платформа откатывается вльво 
на 41), фута, потомъ въ течеши 2'/, сек. остается неподвижною и 38- 
тЪмъ откатывается вправо на 4!/, фута, то есть въ прежнее положене. 
$ 264. Движеше поззда. Для движеня нофзда требуется перомфищене 
его центра тяжести, которое, какъ мы видфли можеть быть достигнуто 
только вышиими силами. Спрашаваетея, откуда берется вафшная сила, 
двигающая систелу, состоящую изъ паровоза и пофзда? Противнякамъ 
изобрЪтателя паровоза Стефеясона казалось, что паровозу неоткуда взять 
столь большую внфинюю силу, чтобы преодотёть сопротивлее пофзда. 
Посмотримъ, какъ этоть вопросъ выяенается. 
Дайствительно давлене пара на поршень есть сила, по отношеню 
5Ъ цофзду внутренняя, п, какъ такозая, не можеть двитать пофздъ. Но 
необходихою внфитнею снлою служить трен1е 
ведущихъ колесъ паровоза, свазанныхь съ 
-- поршневымь штоконъ мотылемъ и шатуномъ. 
Они вращаются силою пара; между ихъ бав- 
‹ и дажами и рельсами возбуждается сила тревя. 
Фиг. 43. Колеса стремятся отодвинуть рельсы назадъ. 
Но это невозможно и, напротивъ тото, проти- 
водЪйстыемъ рельсовъ колеса движутся впередъ, кзвъ это указано стрфл- 
кою на (фит, 143). Такимъ образомъ вибшнею силою является треше; 
ОБО тёжь больше, чёиъ тяжелфе паровозъ. 
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Наобороть, треше колесъ вагонвыхь является сопротивленемъ. то 
есть виышнею силою, дЁйствующею пъ сторону протявопохожную движе- 
ню пофэда, какъ это указано на (фиг. 144). 
Но движущее трее ведущихь колесъ веть 
трен!с скольжен{я большее чыъ ©0- 
протввляющееся трен1е катанья осталь- 
ныхЪ колесъ пофзда. 

Это обстоятельство, что вафшнею силою, 
дважущею пофздь, является трен!е веду- Фиг. 144. 
щихь колесъ паровоза, представлялось вна- 
чалЪ настолько несообразнымъ, что вотда Стиненсонъ изобрфлъ паровозъ, 
70 мнойе техвижн отрицали возможность передвижения ноёзда. А между 
тьмъ и передвижен человЪка, при ходьбф, основано на треши какъ 
мы это сейчасъ постараемся объяснять, 

$ 265. Передвижеще человфка пря ходьбЪ. Если бы не сушество- 
вало трошя между подошвами вогь и полонъ, изи землею, по которой 
человфкъ хочеть идти, то онъ не могь бы ходить. Дфйствительно. ему 
не оть куда было бы получить внфшней силы для передвижевя центра, 
тяжести по горизонтальвому направленю, ваыя бы внутренея, муекуль- 
ныя, силы онъ не развивалъ. 

Но по счастью суцествуеть треше. Когда чедовфЕъ выносать впе- 
редъ правую ногу, то дЁвая стремится подвинуться назадъ; во этому 
ьпрепятствуеть треше подошвъ. Это трене н есть та ваБшияя сила. ко- 
торая даетъ возможность человфву продвигаться впередт. 

$ 266. Ториажене пофздовъ. Тормажене состоять въ томъ, что тор- 
мазкыя колодки сильно прижимаютса къ бандажамъ колесъ, возбдетые 
чего колеса перестають вращаться, и вифсто слабаго трея ката. 
появляетея сильное трове скольженя, дЪйствующее тоже въ сторону 
противоположную движению пофзда. Оно и останаваиваеть пофздъ. 

Въ настовщее время колодки нажимаютса на бандажи вБолесъ 060- 
быми пневматическими приснособдещями (тормаза Вестингауза и друг.). 
При этомъ, для одфики доброкачественности тормаза еще недостаточно 
знать, что овъ останавливаеть пофздъ даннаго вфеа. идуний съ данною 
скоростью на протяжени столькиху-то метровъ: надо еще знать, по ка» 
кому закону происходить эта остановка. Положимъ, что 1-ый тормазъ 
остававливаеть данный пофздъ. ндушй съ данною скоростью ва протя- 
женя 500 метр.. причемъ скорость пофзда умельшается ио закону. изо- 
бражевному графикомъ (145-мъ). Торуазь же 2-0й производить оста- 
вовку по закону, выражаемому графикомъ (146-мъ) на протяжении всего 
только 300 метр. Предпочтене налю отдаль 1-оху тормазу, хотя овъ 
останавливаеть пофэдь на большемь ппотяженш. Д&йствительно, если 
стозкновеше произойлеть на разстояни 200 метр. оть мфета, глЪ нача- 
лось тормажене. то съ 1-ычъ тормазочь пофздь при этомъ облалаеть 
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метр. 
скоростью всего лишь въ 1 „>, 
38. метр. 


онъ обладаеть скоростью въ 4 —„,- 


тогда какъ со вторымъ тормазомъ 


1 
тя; х 8 97954 3 


Фиг. 145. Фиг, 146. 


$ 267. Быстрота естановки пофзда. Проф. Н. П. Петревъ пока- 
залъ *), что наиболЬе эвергичное тормажене. при которомъ возбуждаетея 
каибодьшее трее между колесами и рельеами, происходить не при пол- 
ной остановки вращевя колест. 

Мы до сихъ поръ принимали, что величина треня сжольженя не 
завиентъ оть сБорости, важъ это и было установлено опытами Кулона и 
Морева для небольшихь скоростей. Но при большахь скоростяхъ треме 
уменьшается съ увеличешемъ скорости. Наприифръ, если при скорости 

илом. : . илом, 
30 ав козффищенть тренЁа равенъ 0,2, 10 при скорости 80 век 
онъ равенъ 0,136. Можно уменьшить надавливане колодокъ настолько, 
что Болеса будуть немного врыдаться, и тогда скорость сволькешя 
уменьшится, а трее, вслёлотые этого, увеличится, и тормавене 
пофзда сдёлается болфе ‚энергичаымъ. 

$ 268. Въ отеутстын вяфшнихь сяль завонъ движеня центра тя- 
жести даеть интеграль общаго уравнен:я механики. Въ отсутств!я вн ш- 
вихъ силь уравнешя (339) принихаютъ зидь: 

4: 


ав — 


Фу _ 

а =° 
42 
ЕО 


(и е. : (840) 


=0 


*) Потровъ. «О непроерывныхь тормазпыхь системахъ». Изв. Сиб. 
Жехнич. Ивот. 1978 г. 


Ония теперь зегко интегрируются. Не трудно видфть, что нхъ инте- 
гралы будуть: 


4 и, ВЕ) 


! 
ИК ар их. а: суть произвольныя постоянемя. 
Ураввеня (341} опять иктегрируютея, Ихьъ интегралы суть: 


ро 


Еее +Ь 
НЫ е:.., - 9 
вине | 


13Ъ 6, Ь,, 6, суть новыя произвольныя постояниыя. 
Уравненя (341) даютть: 


- и 4), [9 
ь | & 

Ураввеще это выражает, пго, въ отсутствй внЪшнихЪ вить, сБо- 
рость центра тяжести постоянка, такъ 110 опъ движется равном ри 9, 
кавъ лы это уже видфли въ $ 257. Вели скорость центра тяжести была 
равна нулю, то она и останется равною нулю. 

Исключнвъ & изъ уравнеюмй (342) полузимь слфдующия уравневйя 
траектори центра тяжести въ отсутетын вяфшнихъ сать 


(3:3) 


о _УЬ 2 Ь 
а а: 


показываюция, что, кавъ мы это уже видзли въ $ 257, центрь тяжести, 
въ отеутетв1и вн шнихъ силъ движется прамолннейно (или, 
если а, = а; = а; =0, стоить нё мёстВ согласно еъ (343). 
$ 269. Количество двикеня. Мы уже видёли, что проязведене ег 
массы ва сБорость называется количествомъ дв ижен:я. Оно мо- 
жеть быть изображземо векторомъ, отклалываенымь по направденю 
скорости. 
Везичины [22 =. а= 
4! а! 
представляють собою проекщи количества движея на оси коордивать, 
ротому что, напримфрь, 
4х 
а 4= 
тг 608 (х, т) = те = а. 
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$ 270. Теорема © проекщять количества движеня. Уравненя (336) 
могуть быть представлены въ вид: 


а Уь а 


ео 4) 


Уравнев!я (345) выражають сафдующую теорему: первыя пронз- 
водныя по времени отъ сумхь проекц:й колнчествъ двн- 
жея!я нанавую-нибудь неподвижную прямую равны 
суму проекц!й вЕфшиихъ силь на ту же прамую, если 
связи допускают поступательное хвижен{е парахлель- 
ное этой прямой. 


ТЛАВА Ш. 


Законъ моментов количества движен!я. Законъ 
площадей. 


$ 271. Увломя приложимостк этого закона. Усломя приложимости 
завона моментовъ количества движения заключаются въ томъ, что евязи 
ве препятствуютъ данной системё точекъ вращаться, 
какъ одно ватвердфлое цёлое, около дадной оси. Это еще 
не значить, что система въ самомъ дёлЬ затвердёта пли что ова въ 
самомъ дл вращается около атой оси: требуется тодько, чтобы ока 
обладала врещаемостью около данной ови. Кл такамь сиетемамъ отяо- 
сятея, наприуЪръ: система свободныхь точекъ, свободная жидвоеть, сво- 
бодное твердое тЁло, твердое т61о сидяшее на данной оси, гайка, наса- 
женная на винтъ, винить сидямий въ гайкВ н проч. Введеть предвари- 
тельно нфкоторыя понят. 

$ 272. Момеять количества движешая около оси. Вепичина, состав- 
ляемая изъ скорости движущейся ТОЧЕН ТОЧНО ТАКЪ, ЕЗЕЪ статичесый 
моменть составляется изъ силы, называется моментомъ сворости {по 
англйски мошепЕ ог ус! 061$). Произведен!е момента скорости на 
массу движущейся точки называетея моментомъ количества дви- 
жения (по англмеки Момевф оЕ Мошептии). Моменты количе- 
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ства движеня изображаются векторами, сладываются и разлагаются ©о- 
вершечно такъ же, какь статическе моменты. 

Тавъ напримфръ, если скорость х точки т (фиг. 147) перпендику- 
лярна къ непересфкающейся съ кею оси АВ, то моменть количества 
движеня равенъ 


тор, В 
ТАВ р есть кратчайшее разстоян!е ы 
между о и АВ. Онъ изображается 
векторомъ ОС откладываемымъ по о р 


оси АВ въ такую сторону, чтобы съ 
конца этого вектора скорость © пред- 
стазлялась идущею по направленю 
движения часовой стрЪлки. 

Подобно тому какъ совокупность 
силь, дБйствующихь на твердое Фит. 147, 
тёло даеть проекщи 


202—:7; Уох-27;, Ует-м 


тдавнаго иомента Я ва осей координать,— совершенно такъ же совокуп- 
ность скоростей точекъ системы даеть проекц!и 


Ув о =) на ось я 
"(ии а 066 у де + (346) 


У #—# а) #8 065 2 


— 


тлавнаго момента 9 количества движея!я. При этомъ, по общимъ 
правизамъ векторовъ: 


НЫ В 


$ 273. Производных по врешени отъ проекций ца оси координатъ 
гаавнаго момента кожичества движешя. Лифференцируа по времеви 


величину 
У» (=: 
—= ы (° @ а 
получииь: 
42. 4) 
Уши 


& 


Н. Б Делоне. _Нуреь теярической мехазики. 


—_ м — 


Въ правой части этого равенства второй и четвертый члены взанино 
уничтожаются и получается 


аУ»(®. “1 


— & 
7 а! 


22 @9 
= У» а = ... 848) 


Точно такъ же можно было бы доказать, что; 


Рея 
я У 

$ 273. Соотношешщя между возкожнымн перемфщенями, получаемых 
изъ услов!я вращаемости около ося зедовъ. Лоложныь, что система по- 
вернухась вЪ теченн времени # овБоло оси зедовъ на уголъ $. Обозна- 
„чимь чрезъ х перпендикуляръ, опущенвый изъ какой-вибудь точен ж 
системы на ось зедовъ. 


Обозначивъ чрезъ х, у, г Боординаты точки ж, чрезъ а уголъ со- 
ставляемый съ осью икоовъ упомянутымъ перпекдикуляромъ х въ начал 


поворота (фиг. 146), имфем: 
х = г е08 (Ф — Ы 
уефа... - 850 
и Го 


Величины 2 их ве мЬняются (постоянны) при повороть. Поэтому 
дифференцируя (350) подучимъ: 


ия | 
именам | ль. : 65} 
За =0 


Сравнивъ (351) съ (350), получимъ: 


82 — — ур 
аа |. иене: + 888) 
82 ==0 


$ 274. Закекъ шомента количества движоня. Вставивъ вхЪето 2, 


24, 88 ихъ величины изъ (852} въ общее уравневще механики (333) 
получим: 


У —пт = (- у =) =(у—в ч# ( #1) + 3] =0. 


Совративъ на 8х и разиботивь иначе члены этого равенства, по- 


лучимъ: 
\ р ) 
У" _ «|= Утв) 


Въ лЬвой части этого равенства стоить, какъ это видно изЪ (349), 
пронзводная по времени отъ момёята количества движея\я около оси 
зедовъ. 

Въ правой части этого равенства стоять статическй моменть вифш- 
вихь сил, потому что статичесые моменты внутренянхь силъ системы 
попарно уничтожаются. Итакъ равенство (358} выражаеть собою саф- 
дующи законт: - 

При существовании вращаемостя системы около ка- 
кой-нибудь оси, первая производная ло времени отт м9- 
мента количества движен1я оконо этой оси равна ста- 
тическоху моменту вяфщнахь сидъ относительно той 
же оса, 

$275. Теорема о проекщяхь момента количества движещя. Еслн 
система обладаеть вращаемостью около всфхъ трехъ осей воординатъ, 
то вывето одного равенства (853) получим сяфдующия три: 


Ур 


К 
@ |= 2 


9 


. (853) 


‚ (354) 


Базгодаря существованю равенствъ (348 и 349), равенства (354) 
выражають сафдующее: 

Въ случаВ вращаемости системы около вофкъ трехъ осей 
воординатт, производныя по времени отъ проекн!Н момента 
количества движеня из оси воординать равны статическимь 
моментанъ вибщнихь силъ относительно соотвЪтотвующихь 
осей воординатъ. 

$ 276. Случай отсутетия статическихь номентовь виБинихь силъ. 
Можеть сзучиться. что статичесые моменты ввфшнихь силь, то-ееть 
правыя части уравненй (354), равны вухю. Это бываеть: 1} если вФть 
виыиняхь снаъ илн если об взаныно уйичтожаются, 2) вехи внЪивя 

Е 
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силы ке даютъ статическихь моментовъ о5оло осей координать по при- 
зинамъ, указаннымь въ 85 64 и 65. Въ такихъ случаять иравыя части 
уравнен! (354) равны нулю и эти ураввеня интёгрируются. А именно, 
ивтегралы л%выхьъ частей суть проекши момента количества движеня, 
хакъ это видно изъ (848) н (349), а въ правыхь частяхъь появятся 
интеграцонныя постоянныя с,, с, е.. Такимъ образомъ интегрироваяе 
уравиенй (354), если ихъ правыя части нуля приводить къ уравненямъ 


-...- (855) 


Итакъ если система обладаетъ вращаемостью около 
трехь осей БОоОрдинатъ и еели при этомъ статическге мо- 
менты вифшнихъ силъ равны нулю, то проекц!и момента 
количества движен!я на оси координатъ суть величины 
постояяныя какъ это видно изъ уравнея{й (355). 

Но если проекщи вектора суть величины ностоянныя, то и самъ век- 
торъ веть величина постоянная, и направлене его ве м®няется. 

Сафдовательно: главный моментъ количества дзижен! я 
системы, обладаюжей вращаемостью около трехъ осей 
коорхинатъ, есть векторъ постоянной вехичины и 10- 
стояннаго ваправлен1я, вели статичеся1е моменты вн ш- 
вихЪ силъ равны нулю. 

$ 277. Нензибияемыя плоскости. Если система соетоить изъ свобод- 
ныхъ точевъ илн изъ свободвыхь Тверлыхь тль, то она обладаеть вра- 
щаемостью около трехь взаимноперпекдихулярныхь осей. Ееля, при 
этохъ, на нее недёйствують нигаыя внфиая силы, то векторъ глав- 
наго момента количества движея такой системы, согласно теореж 
предъидущаго параграфа, неподвяженъ н не мёняеть своей величины. 
Слфдовательно и плоскость, перпевдикулярная &т этому вектору я про- 
ходящая чрезъ центръ тяжести системы, неподвижаз. 

Вефиъ этимъ усдомямъ удовлетворяеть наша солнечная система, с0- 
стоящая изъ планеть и солнца, потому что неисдвижныя звБады нахо- 
дятея на тавомъ огромномъ разотояни, что не оказывають никакого 
ДВйстмя ва нашу солнечную систему, нахоляшуюся поэтому подъ ва я- 
емъ тозьво внутреннихь сижь взаимныхь притяженй. 

Поэтому въ солнечной систежф существуеть воображаемая неподвиж- 
вая плоскость. Существоваве такой иеизифаяемой плоскости было 
открыто Лапласомт. 
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$ 278. Выражене момента количества движеня окодо осн 2 въ ио- 
лярныхь координатахь. Изъ (351) лифемъ: 


4 зат (на) 

#= Г 

Чу _ 9$ 

Е #09 (ра) ит. - . (356) 
4 

= 


Ветавляя эти величины и дачныя въ формулахь (350) въ выражене 


Ха) 


= 


момента коляч. движ. около оси 2, ползучим: 


на, Урна + 
+ ч+а 4-Х» = с. 


я ау „# __ „ @ 
У» "(и — та) У не (357) 


Итак: 


$ 279. Законъ площадей. Если статичесый моменть виБинихь силъ 
относительно оси 5 равенъ нулю, то третье изъ уравченй (354) прюбрЪ- 


таетъ видъ: 
\ 5 47) _ 
уни, 


Интеграль его будеть (см. $ 276} 


. (858) 


иЗИ 
Утие=сй......... (889) 


Величина 7? @$ янфегь весьма интереское геометрическое значеше. 
Представить себф проекцю АВ (фиг. 148 и 149) траевтори какой ни- 
будь точкн #4 разематриваемой системы на пзоскость (2, у). Обозна- 
чямъ чрезъ г рамусь векторъ этой нроекц!и. Пзомахь АОВ, описы- 
ваемая ращусомь вевторомь х проеБи!ин въ течени безконечно ма- 
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заго времени 4, равна проекши на илоевоеть (х, у} площади, опнсы- 


ваемой радГусомъ векторомь самой траекторЁи въ теченн вре- 
мени 4. 


№ 


Фиг. 148. Фаг. 149. 


Пренебрегах безконечно малыми втораго порядка, разсматриваемъ 
плошадь АОВ какъ площадь треугольтика, нуфющаго основане и 4ф, 
92 40 

>. 

'Уравнене (359) выражаеть, сл®доватедьно, законы 

Законъ площадей. Если система обладаетъ вращае- 
мостью оБоло данной оси и та величина, которую ел%- 
довало-бы, въ случа затвердёнья системы, вазвать 
статическимъ моментомъ внЪ шЕихъь силъ, равна нулю, — 
то возрастаетъ пропорц!онально времени сумма произ- 
веден!й массъ системы на проекц!н, на лаосвость пер- 
нендякуларную къ этой оси, площадей, опясызаемыхъ 
рад!усами векторами этнхъ маесъ. 

$ #80. Второй законъ Кеншера. Простымъ приифромь закова пло- 
иадей можеть служить движене планеты около солнца. Разематривая 
систеху, состоящую изъ солица и планеты, дзижущейся подъ втяшемъ 
притаженя къ солнцу, пренебрегая дЬйстемъ другихь планегь и при- 
нимая солнце и планету за точки, всаФдстве ихъ малости сраввительно 
съ ихь взаимныхь разстоящемтъ, прилатаемъ законъ площадей по отно- 
щен къ врашаемости тавой систежы около оен, проходящей чрезь 
солнце и перпендикулярной въ орбитё планеты. Получимъ: плошаль, 
описываеная рад1усомъ векторомъ планеты, возра- 
стаетъ пропорцтонально времени, 

Этоть законъ можно выразить и въ такой форм: рад!уеъ век 
торъ планеты описывзеть, въ равныя времена, равных 
площади. 

$ 281. Кенлеровы законы. Копернику (1473—1513) отЕрыхь, 


зысоту т и, слЁдовалельно, площадь 
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что илзнеты обращаются около солнца. Кеплеръ {1571—1680) вы- 
велъь изъ веблюден!й слёдующе три закона: 

1} Планеты обращаются по коническимъ сфчешяиъ, въ фокуеф коихъ 
находится солнце. 

2) Радуеъ векторъ изанеты описываеть равныя площади въ раввыя 
времена. 

3) Квадраты времень обращеня пропоршональны кубамь большихь 
осей плаветныхъ орбитъ. 

Тольво Ньютонъ (1643—1727) открыль прячину такой законом%р- 
ноети-.. воемрное тяготЬн!е. 

$ 282. Прихожене закона площадей къ изучению вращевя твердаго 
тьда около неподвижной осн. Маховикн, шкивы, зубчатыя колеса, мо- 
тыли— все это тВла, вращаюрияся около неподвижкыхь осей. Поэтому 
зращен!е около оси итраетъ въ техник® весьма важную роль; тормя-же 
этого движеня построена именно на заков& моментов количества, дви- 
жешя равносильномъ закону плоптадей. 

Прихомъ ось вращешя за озь зедовъ Декартовыхь координатъ. 
Уравнене (357) можеть быть представлено, въ случа твердаго тёла, 
въ вид: 

4 
ЕЗ 


ть. 


на основаны $ 14 


есть угловая скорость ®: 
4$ 
Ра 


=. 
Итакъ, для твердаго тфла: 
. (360) 


Это очень важная теорема: Для твердаготфла хоментт ко- 
личества движен:я равенъ произвелен:ю У® момента 
ннерц:я относительно оси вращея!я на угловую скорость, 

Дифференцируя уравнеше (360), получичь: 


ау 4=\ _ 7 49 
Уна. 


ЛЬвая часть этого уравнен1я, согласно (353). равна статическому 
момен: 
ыы Хот 


относительно оси врашсва который мы обозначали въ статик® дук- 


вою №. Итавы 
-... (80) 


4 - 


Это евть общее дифференн{альное уравнен{е враще- 
н!я твердаго тфла около неподвижной оси. 
Мы знземь, что 


Е = ® == угловой скорости. 
Поэтому 
4% _ а® й 
= угловое ускорее. ..... - (368) 


Итакъ, уравнене (361) вращеня твердаго тВяа около неподвижной 
оси чожеть быть выражено словами: Произведен!е момеять 
иверщ1и на угловое ускорен1е равно статяческому мо- 
менту вн шнихЪ силъ, причемъ и тоть и другой берутся относи- 
тельно оси вращеня. 

Уравневе вращены (361) весьма сходно съ уравнешемъ прямодн- 
нейнаго движея точки: 


925 
т = еее + 63 

т (163) 

Эта аназомя выражается слфдующями сопоставденями: 

Въ прямолинейномъ дви- При вращен:и твердаго 
вен точки: та около оси: 

Явигаеть точку (сообщаеть ей Вращаеть таердое тьяо {5006- 
ускорене} сила Х. щаетъ ему угловое ускорен1е) ота- 
тичесый моментъ М. 

Похожее тЬяа опредБляетея 

‘ломъ $. 
уг в 


! 
| 
| 
1 
| 
Положене точки опредфаяется | 
| 
| Ускореше тма = а. 
| 


коордннатою 2. 
. 4. 
Уевореше точки == Е 
Сопротивляющаяея ускоренно 
инерщя точки выражается ея мас- 
сою ж. 


Соиротивляющаяся ускоренно 
инерщя тфла выражается момея- 
тожъ инерща 4. 


Такое сопоетавлее уравненЯ {361) съ (163) не только облегчаеть 
запомннан!е чрезвычайно важной формулы (361) но‘и раскрывает дя- 
намическое значен!е момента инерши: можентъ инерд!я выра- 
жаетъ инерц1ю тфла при его вращен! и. 

Посхь этого не удивительно, и тоже полезно для запоминана, что, 
кавъ это мы видёли въ $ 216-омь живая сига вращешя тёла 

0? 
2 
выражается чрезъ 7 и ® соверщенио тавъ же, кавъ живая сиза точки 


р 


2 


выражается чрезъ т и =. 
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Въ случаф отсутств!:я статическаго иомента вибшнихъ 
силь хоментъ количества движенЕя есть величина достоян- 
ная, и изъ 8 279 и изъ (360) ичфемъ въ этохъ случа: 

Зо = сот. (д... . (363) 
Сльдовалельно въ этомъ случа: 
® — 6015. 


Опять зналома съ 1-мъ закономъ Ньютона: 


По 1-ому закону Нью- 
тона. 
Въ случа отоутетвия или 


При вращен!я твердаго 


Въ случаё отсутетвтя или 


| тфша оводо оси. 
, 
| 


ззаиунаго уничтожемя  силъ, 
дДВИствующихь ва матеральную 
точку, она движется равно- 
мфрко прямодинейно. 


$ 283. Приифры. Для того чтобы сдфлать зао пзог4а]е (перекувыр- 
нуться въ воздух), акробать подпрыгиваеть, отпихиваясь ногами таЕЪ, 
чтобы сообщить евоему тфлу вразцательное движене. Чо скорость ® 
этого врашатольнаго движеня была-бы нелосталочною для того, чтобы 
овъ успбль перекувырнутьея во время прыжка на 360. Для увеличеня 
врашщательной скорости ® акробать скорчивается, прижимая ноги къ ту- 
ловищу. Этимъ онъ умевьшаеть моментъ инерши 7 своего тЪаз, вслЁд- 
стые чего, согласно съ уравнемемъ (363), увеличивается ®. 

Приифрь 9-ой. Сальто мортаде представаяеть с0б0ю опытЪ слишЕомъ 
опасный. Но воть другой опыть, обнаружавающ то же самое и зна- 
чительно женфе опасный. Веякому изнфотно, что, оперевитись на залокъ 
каблука лфвой воги и оттолкнувитясь прэвою ногою, хожно повервуться 
оволо вертикальной оси болфе чфмъ на позоборота. Если начнемъ такой 
поворогь съ большимь 7), вытянуюъ руки горизонтально и затфмъ быстро 
уменьшихь 7, прижавъ руби къ туловищу, то, согласно (363), скорость ® 
замфтно увеличится. 

Еели продёдать этоть опыть, держа въ каждой рукЪ по тяжелой 
КНИГ, то, при опускани руБъ, скорость увеличивается настолько, что 
опыгь становится опаснымъ. 

$ 284. Внутреныиии силами иввозможно поверкуть цфлыкомъ ве 
екотему. Если система находилаеь сначала въ поБоф, то Е было ву- 
демт. Всдфдотые этого, согласво съ (358). п 0, было нулехъ. Но С, 
есть величина постоянная, н потому, бывъ вкачалф нулемъ, оно ву- 
демъ и останется. Слфдовательно, въ этожъ случаф (358) приметь видъ: 


4 
У т"? “Е 


взавмнаго уничтощещя стати- 
ческихЪ иоментовъ отаоеи- 
тельно оси вращева, тёло вра- 
шлется равном фрно. 
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_#_- 


Это уравнене показываеть, что если снстема находится въ покоЪ, 
то подр виянемь только внутреннахь силъ можеть произойти только 
такое движеше, при которомь сумма произведен!й массъ ва 
плошадн м „описываемыя рад! усажи вевторами, должЕа 


оставаться равною нулю. Можеть случиться подъ виянемт, внут- 
реннихъ снлъ, что радусы векторы однфхъ мзесъ системы будуть опя- 
сызать положительныя площади (повертынаться въ положительномь на- 
правлен!и), но тогда радусы векторы другихь засеъ должны описывать 
отрипательныя площади (повертываться въ отрицатедьномъ направлеви) 
для того, чтобы общая сумма вофхъ площадей была, согласко съ (364), 
равною нулю. Но невозможно, чтобы система, находив- 
шаяся въ покоф, стала вращаться, кавъ одЕо цфлое, 
подъ дфйств1емъ только внутреннихъ силъ. 

Это напомниаеть слЬдете, вывезенкое въ $ 258-мъ изъ закона дви- 
женя цевтра тяжести. 

$ 285. Сиетема, состоящая изъ двухъ твердыхь тыть, способныть 
зращаться около общей оси. Раземотримъ систему, состоящую изъ лвухъ 
тверлыхъ твлъ А я В, слособныхь вращаться около общей неполвиж- 
ЕОЙ Оси 2, бывшую вначалВ въ покоё. 

Сталичесый моменть около оси 2 все время равенъ нудю, потом} что 
статическ!е мохенты зафшнихь силь отсутствують, а внутренняхь — 
взаимно уничтожаются. Что произойдеть съ тёломъ А, вели тфло В 6у- 
деть приведено внутренними силами во вращеше около оси 2 во еко- 
ростью ®.? Прямемъ обозначеня: 


9. моменть инерщи тёла А около бен 2, 


2, > ь ‚Во зд 
®; угловая скорость тва А  » 52, 
®, » ‚ В» эх 


Въ равематриваемомь случаф уравнеше (364} праметь видъ: 


„ 42 4 
№ тах ПЯ-+ Уи: ее ==0 


ИЛИ: 
Чи, + дю, =0 


® РА 365 
тт. - 865) 

Оказывается, что т%ло 4 булетъ вращаться въ противо- 
поаожную сторону, и скорости о, и ш, будутъ обратно 
пропорцонадьны моментамъ инерц:н тфлъ А и В 0т- 
восительно общей оси вращен!я. 

Полуяилея результать авалотичный тому, который мы иодучили въ 
$ 259-омъ. 
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Для техаика весьма важно звать, что при вращеняхь изн колеба- 
яхь вначительныхь маесъ около оси, остальныя части машины стре- 
мятея вращаться или колебаться въ противоположную сторону, Такт, на- 
прихёръ, при вращени пронеллера, азронганъ стремится наврениться 
въ противоположную сторону. 

$ 986. Почему кошки падають на лапкя. Въ $ 265-мъ мы видфан, 
что, если бы не быдло трешя, то невозможно было бы ходить. Является 
вопросъ, можно-ли повернуться на абсолютно гладкомъ позу? 

Этоть вопрось быль неправильно нстолкованъ въ прекрасномь, въ 
остальныхь отномещяхь, курсф механики моего однофамильна 1Марая 
Долоне (Св. Оеахпау. Тгайё 4е шбсамаие гаЧоппеЦе), который пола- 
тадъ, будто повернутьсв на совершенно гладкомъ полу невозможно. Пер- 
зое возражене противъ такого завлюзешя было сдёлано Марселемъ 
Денре, основывавагинся на томъ фактф, что падающая кошка ухитряется 
становиться на лапки, повертываясь во время паденя ифлессобразно 
внутренними силами. 

Если, во время паденя, кошка повернеть свои лаики въ одну сто- 
рону, то, согласно сказанному въ предыдущемь параграфЪ, тьло ея по- 
вернется въ сторону противоположную; и, производя рядь быстрыхь и 
пфлесообразныхь движен! этого рода, кошка можеть урегулировать свое 
падене такъ, что уналеть на лапки. Моментальные синмки полтверлили 
эти соображеня Депре. 

Итакь, завонъ Шарля Делояе вЪренъ въ томъ отношение, что не- 
возможно на совершенно гладкомъ полу повернуться вефмъ ТЬлохЪ въ 
одну сторону. Но повернуть туловище въ одну сгорову, вячахнувь ру- 
ками въ сторону противонозожную, возможно. 

$ 787. Сларядь Жуковскаго. Для демонстрироваюя правильности 
этого рода заключенй профессоръ Н. Е. Жуковек# устронль небольшую 
платформу, повоющуюся ва шарикахъ и способную вращаться окодо вер- 
зивальной оси. Ставъ на эту платформу, наблюдатель описываеть вытя- 
нутою рукою. какъ образующею, конусъ около вертикальной осн. Вел$д- 
ств этого платформа вифстЬ съ наблюдателемъ вращаетея въ протино- 
положную сторону имевно такъ, вакъ это полагается по закону изощадей. 

$ 288. Кашя инфипыя еизы исключаются при составления уравнент 
можентовь козичествь дьижевшя. Внутреныя силы, представляя собою 
ридъ дЬИстий я равныхь ичЪъ противодёйств!, исключаются взаично 
при составлеюи уравневй (354). 

Точно также исключаются сахи собою вяфиийя силы, не составаяю- 
пин той величины 


Уи 9, 


которую можно было бы назвать статическимь момевтомь, еслибы си- 
стема затверлёла. Кур числу такикъ виминихь сил относятся: 1} еизы 
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параллельныя оси вращаемости (см. $ 65), и 2) сиды, пересфкаюпия эту 
06 (см. 6 64). 

Но выборъ оси вращаемости зависить часто оть насъ, потому что 
ве требуется, чтобы система на самомъ дл вращалась около вея, но 
достаточно отсутстйя связей, которыя могли бы воспрепятствовать такому 
вращению. 


ГЛАВА 1%. 
Законъ живой силы. 


$ 280. Законъ живой силы въ саконъ общемъ видЬ. Если инфются 
связи, то надо различать два случая: 1) коэффишенты уравненй связи 
не содержать времени и 2)) коэффищенты уравнен!й связи содержать время. 

Если связь, напримфръ, предотавляеть еобою поверхность, по кото- 
рой одна изъ точекъ сиетемы должна оставаться, то въ первомъ случав 
эта поверхность движется или измВняеть свой видъ, и дВйствительное 
перемфщен!е оф точки не совпадаеть съ перемфщенехъ по поверхности а’6’. 

Во второмъ случаЪ поверхность неподвижна и потому дж, ду, 82 но- 
гуть быть замфнены чрезъ 42, @у, @г. 

Веякая система состоять изъ и точехъ 


(в. ул, 21), (2ь› у» 85). 
Будемь пользоваться общимъ значкомъ 2, которое для первой точки 
равно 1, для второй 2... Это обозначають тавъ: 


$=1,2, 3... 
Дифференщельныя уразнея:я такой системы согласно съ (321} будуть: 
пб =, М, 
я, ео Умов (м 
т, а = 2, + М0 (№, 2). 


ау; 
Помножимь 1-0е изъ этижь уравнев па Е 4 = 42, 2-08 на 


4 в 
41 = ду» 3-е на Е = 42, сложимъ и просумыяруемь по значьу 2. 
Получим: 


У, а, Фу. Фа 
+ (= Г С 


) @ =У Хар р, д) + 


+ У, сз 0,2) ах, + №, сз (М, у) ви, Мо (К, @)] . (360) 
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Въ правой части здфеь стоять: олементаризя работа заданных 
силъ и элементарная работа реакшй. Въ лёвой части стоить величина 
которая, какъ мы сейчасъ докажемъ, равна дифференщалу живой силы 
Т системы. 

Дфйотвительно 


ее 


, : , 
„и ау 49 а. 


бита 


Жинвою силою системы называется сумма живыхь силь всъхъ то- 
чекъ, ва составаяющихь и мы теперь видимт, что лфвая часть уравие- 
яя (366} есть а У тя, 

Уравкене (366) выражаеть, въ самой общей формЪ, законъ живой 
силы, Элементарное прирощен:е живой силы системы 
равняется сумм элементарныхъ работъ всЁхЪ силь и 
веъжь ревкций. 


АТ = эл. раб. снлъ + ал. раб. реакшй. 


Если коэффищенты связей не содержать времени, то реакци! нива- 
кой работы произвести не могутъ и живая сила равна элементарной 
работь дёйствующихь силъ. Этотъ слутай особенно интересень п мы 
зыведемь доя него законъ живой силы изъ общаго уравнены меха- 
ииБи (333). 

$ 290. Выводь закона живыхь сншъ изъ общаго уравнешя меха- 
кикя въ случаЪ связей, не зависящихь отъ врешени. Въ предылущемъ 
параграф мы звидёли. что въ этомъ случай можно вс & замфнить 
диффереящаламя. Волфдстве этого общее уравнеюе (333) хеханики 
причетъ видъ: 


Ух мае) и) + (2— ни] о. (367) 


Разуфстивъ вкзче члекы этого уравнешая, получимъ: 


У т [ве р ау +“ У [ха + Ра + 24: 


Яе 


или, согласно съ дохазанвымъ въ прельдущемь нараграфЪ: 


. 868) 


У [ха -- тира У" 
РА — 


Дифференн!алъ живой сизы равенъ суму эдемен- 
тарныхъ работъ всфхъ силь. 
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$ 291. Уравнене живой силы. Разсуотремь теперь уже ке безко- 
нечко малое, а конечное перембшене светемы, при упомавутомъ 
ограничен свойствъ связей, изъ того ея 1-го положен я, пря которомъ 
скорости ея точевъ т:. #.. были (1.)., (#25). ВЪ такое 2-06 положе- 
ие. при которомъ скорости суть г, г... Такое конечное перемзщенте 
востонть, очевидно, изъ пзлаго ряда перемфщенй безконечно мазыхь. 
Нредставимъ себЪ уравнешя (368) дая всвхъ этихъ безконечно малыхъ 
перемфщенй и сложимъ ихъ почленно. Получииъ: 


«(У ””)=УУ [5 аз +- У +4... 1989) 


Въ лфвой части мы беремъ иятограль нъ предфлахъ оть живой 
силы въ \-омъ подожени до живой силы во 2-мъ положещи. Въ правой 
части сумма не всегда будеть интеграломь, потому что можеть слу- 
зиться, что олементарная работа 


Уха-чтич+аа 


не представаяеть собою поли&го дифференала. Но, во воякомъ слу- 
чаЪ сумма заементарныхь работь есть полная работа вевхъ онтъ, про- 
изведенная ями въ течеви перемёщеня системы изъ 1-го положения 
во 2-0е. Мы обозначимъ ее чрезъ Т. Такемь образомъ уравнеше (369) 


даеть; 


т де 370 
У о 7т........ 819) 


Это уразнеше (370) называемое уравнен1емъ живой силы 
показываегь, 110: прирощен!е живой снлы ровно работЪ 
вех ДЪйствующихь силъ вифшнихъ и внутреннихт. 

Здьсь внутренн1я силы ие уничтожаются взавмно, по- 
тому что, хотя дя важдой внутренней силы, дЬйствующей на одну 
точку и найдется равная и противуподожиая ей сила, дБйствующая на 
другую точку, но перем щен1я этихъ точекъ системы мо- 
тутъ быть не равными между собою. 

Уравнене живой силы нифетъ въ механиь® огромное зиачен!е. 

Принфръ. Нофздь, стоявший на станщи А, выфзжаеть съ нея я 
подходить въ станщи В, на которой останавливается. 

Зльсь вс скорости пофздь нз станци А были равны нулю. 

Сафдовалельно 

У в 


ды 


пока нофздь стояжь. Залфиъ по остановкВ на станщи В овять воБ ско- 
рости сдфлались равными аулю. 


Слёдовательно 


Согласно съ (370) работа Т всбхъ силъ за время профзда пофзда 
оть А до В должна быть равною нулю. Разумфется работа локомотива, 
за это время не равна нулю. Но сумма работъ движущих сить ин со- 
противлен!й равпа нулю. 

Для уясневя этого съ другой точки зрёня, разсмотримъ пофздъ на 
томъ участи, ио которому онъ идеть равномфрво. По первому закону 
Ньютона это можеть быть только въ томъ случа, есяп дЪйствуюбия на 
пофадъ силы взаимно уничтожаются. Слфловательно, при равномфреомъ 
движени пофзда движупия силы равны и противуноложны увичтожаю- 
щимъ ихъ сопротивленямъ. 

Ничего нёть удивительнаго въ томъ, что работа этихъ взаямно уни- 
чтожающихся силъ равна нулю. 

Все это выяснится еще лучше въ слфдующехь параграфЪ. 

$ 292. Общее уравненте хашины. Уравнеке живой силы даеть воз- 
можность составить общее уравнене движеня какой-бы то ни бышо ма- 
шины, хотя бы пфлой фабрики. Прихенъ озфлующия обозначения: 

Т„ = работа двигателя 

Т, = работа полезныхъ сопротавленй, преодояфае которыхъ 
составляеть цфль машины, 
работа вредныхь сопротивден!Я, тревя, сопротивлев!я среды 
и проч. 
Р = обпий вфсъ движущихся частей, соередоточенный въ ихь 
общемъ цевтрф тяжести С. 
вертикальная координата центра тяжести въ первомъ подо- 
Жени машины 
== вертикальная координата центра тяжести С во второжъ по- 

зоженн машины. 


т, 


Уравнев:а живой силы можно теперь написать въ такомъ видВ 
ани эн? 
У 5 У т = т.т -Т-Ре— . . 10 
Это н асть общее уравнеше малины. 
$ 293. Насльдоваюе общаго уравнешя машины. Раземотримь дЬй- 
етые такой машины (скаженъ—фабрики съ паровымъ двигателемъ), при 
чемъ разехотримъ наибодфе часто встрЬчаюциЙся случай когда чяеномъ 
Р{= — 2) можно пренебречь. 
Тогда уравнене (371) прячегь видъ: 


. (818) 
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1) Занусван!е машины въ ходъ. Въ началЬ этой фазы дви- 
женя машины, когда еще всф части ея находизись въ оков, в06 ©, 
были равны вулю. Поэтому для этой фазы уравнеше (372) причеть видъ: 


Уеь-и-ь и. 88) 


тия 

Но РЗ —> величина существенно подожитедьная, потому что в т 
и веЪ 5? положительны. Слдовательно, при запускайи машины, (373) 
даегь 

ТТ. То 
ТТ... 84) 

Итакъ, при запускан|и машины, работа двигателя 
больше суммы работъ вофхъ сопротивженЕй. 

2) Стац1онарное дйств1е машины, при которожь произ- 
водитея нормальная работа, представляеть собою установившееся дви- 
жеше машины. Въ большинствф случаевь въ течеви этой фазы всф 
скорости или остаются постоянныин, или изифнаются перюдически. Вы- 
беремъ два момента, заключающие промежутокъ времени равный пёлому 
числу перюдовъ скоростей. Тогда 


ти ви 
у5-=У4, 


ТЕТЕ... ..- 


ИЛИ: 


и (375) приметь выдъ: 


Слфдовательно: въ теченйи стац{онариаго д%йотв1я ра- 
бота двигателя равна работ сопротивлен1 8. 

3) Остановка. Эта фаза заканчивается цогоемь вофхъ частей 
зашикы, Для нея надо, елёдовательно, подставить въ (372) о вифсто ®, 
и г выРото ©, и ПОЛОЖИТЬ 


т, =0 
потому что эта фаза начинаетен съ остановки лвагателя; (372) приметь 
видЪ: 
та? 
УЗ =-т- 
м? 
или 


Ы т 
У э_ == +. 


Въ течены остановки Т„ == 0 и сухиа работь еопротизленй равна 
живой силф вплоть до ея истошеня. 

$ 29% Коэффищенть подезнаго дёйств я. Совершенно невозможно 
избавиться отъ,тавихь вредныхь сопротивлейЙ какъ напримрт. трен1е. 
Поэтому всегда часть работы двигателя Т, идеть на преолодфне 
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вредныхь сопротавленй. Между тВуъ, какъ мы только что видфли, въ 
течени станщонарнаго дЪйстя 


1. =, -+Т, 
Стёдовательно 7, < Т,:нолезная работа всегда менфе 
работы двигателя, тагъ что 
т 
ж<ь 
1, < 
Это отношене полезной работы въ работф двигателя, представляю- 
щее с0б0ю всегда правиаьную дробь, называется коэффиц1евтомъ 
полёзнаго дЪйств!я машины. Въ лучшихъ машинахъ онъ дохо- 
дить до 0,95. 
Не надо, однако, забывать что иногда малость коэффищента подез- 
нато дЬйствя вывупается другими улобетвами. 


ГЛАВА У. 
Конеервативная система. 


$ 895. Силовая фуккщя. Надожичф на систему услов!е, на первый 
вагаядь трудно вышолнихое и однако же ныполняемое всёми силами при- 
оды: подожимь, что существуеть дтя данной системы такая функшя 0 
воордивать ея точекъ, что 


95 


... (816) 


такая функшя 0 называется ешхловов; иногда се же назызають и 
потенц1альною, какъ мы это и сдълали въ 8 183-мъ. Но лучше, 
ло примфру профессора Суслова *), называть функшю 0, удовлетворяю- 
шую уравненямъ (376), сняовою, а функшю (— 0) потенвц!аль- 
вою. Итабъ, дадимъ опредфлене; сязовою функцею Г вазы 
вается такая функо:я воордянатъ, частныя пронзвол- 
ныя которой по хоорлинатамъ точекъ придоженЕя сизъ 
равны проевц|ямт этихъ енлт. 

$ 296. Интеграгь жявой силы. Итакъ, положимь зто для данной 


*) умювы Основы аналитической механини, т. Т, ч. 2-я, $ 109. 


Я. В. Дезове.-_Курсь тениуестой чехьниьы, 4 


| 


системы существуеть силовая функщя 7. Ея существование и есть усло- 
ве, при которомъ элементарная работа представляеть <0бою полный 
дифференцаль, потому что тогда соглаено съ (376): 


9: ог 97 __ 

Уа-+ Учи+ 28) Уыеныи+ > *) (373) 
Тогда уравнен!е живой силы (368) дастъ: 

. 818 


дифференц!аль живой ситы равенъ дифференц!алу си- 
ловой функи!н. 
Интегрируя (378), позучимъ иктегралъ живой силы: 


; 
Ут =и-с еее + 81%} 


тдЁ С есть постоякное интетраши. 
& 297. Законъ сохранешя живой снлы. Силовая функщя есть функ- 
па только координать точекъ системы, Поэтому. если, обладая въ из- 


вЪотномъ своемь положени живою силою У", система выпознивъ 


ифкоторое движене, вернется къ тому же положению, тои И вернется 
къ своей прежней величинЪ, а слфдовательно, согласно (379) и живая 
сияла вернется къ прежнему своему значению. Отсюда вытекаеть за- 
конъ сохранен!я живой силы: Въ случа$ существоваяя снло- 
вой функши система взяк[й разъ возвращается къ преж- 
ней живой сид, вогда возвращается къ прежнему по- 
ложен1ю. 

$ 298. Консервативная систека. Обозначая значками : все, что отно- 
ситса къ внутреннимь силамтъ, приводимъ (377) къ виду 

сумма элем. раб. внутр. силъ = 40,. 


Это полный дифференщаль. Поэтому онъ интегрируется. Иктетрируя, 
получимъ 

и: 
[= ео + 680) 


= .......... 880 


Система называется коисервативною, если работа вкут- 
реннихъ силъ, при перенфщен!и систены изъ одного 
ноложен!я въ другое, не зависить отъ путей, по Бото- 
рымъ перем щаются при этомъ ея точви. 

Уразнеше (381) повазываеть, что въ случа существованя сизовой 
фувктии для внутрекнихь сил, работа ихь при перемфщени системы 


Ш — 


изъ одного положеня въ другое зависить только оть сидовой фувкщи 
перяато положеня и оть силовой функц! второго положеня. Но сило- 
выя фуврши завасать тодько отъ координать. Слфловательно. въ случай 
существовавя силовой функщи для внутренних силъ, работа, ихт, зави- 
сить только оть перваго и оть второго положеня системы и не зави- 
сить оть промежуточныхь подожеяй, а, поэтому, п оть путей. Лолу- 
чается: 

Теорема. Если для вкутреннихь снлъ системы суще- 
ствуетъ силовая функция, то система консервативна. 

Обратная теорема. Если система консервативна, то для 
ся внутреннихъ силъ существуетъ снловая функц! я. 

Доказательство. Заставмъ систему въ нфкоторомъ опредфлен- 
номъ положени Со. Обозначим чрезъь С’ какое-нибудь послфдующее 
ея подожен!е. Соглаено предположению система консервативна. Это зна- 
чить, что работа ФТ, внутреннихь сизь при переходЪ системы изъ Со 
въ С зависить только оть Су и отъ С. Но Ц, ееть опредъленное 
похожен!е; мфняется только 0. Значить Т, зависять только отъ С, то- 
есть отъ координатъ 2, У;,2:, 2.. У» 2)... Точенъ сястемы въ подоже- 
аш С. Итакъ: 

РУ У у Ув... 

Цри переходв системы изъ С въ сосфднее положене, характеризуе- 

ное координатами: 


д; 9 +4; д + 44; 2, + 


работа Т, внутреннихь силъ возроела на 
ат, = У (Хх + + 2.6)... ... (882) 
Итакъ. одемедтарная работа 
У (Ха + Хау + Ва). 


знутреннихь сить есть полный дифференщаль 47; оть фунвшн 2; только 
координать. Изъ (382) вытекаетъ: 
ат, 
д 


91, 
94, 
Слфлдовательно существуеть силовая фуикц1я Т, 910 и требо- 


валось доБазать, 
$ 209. Энермя. Энермею называется все, зто можеть переходить въ 


работу. 
й те 
Кинетическов энерг1ею нозывается жавая сила У; "5 
нене (370) живой сихы повазываеть, что живая сила можеть перехо- 
ходять въ работу. 


=х,; У; 


Ураз- 


4* 


— 52 — 


Потенц{альною энерг!ею называется величина 
— бя с... . (888) 


тдВ 0, есть силовая функщя виутреннихь сить системы. Что она ио- 
жеть переходить въ работу видно изъ уравнения (380). Мы будемъ обозна- 
чать потекщальную энербю болылою буквою П. 
Полною зэнерггею системы называется сумма энерг кннети- 
ческой и потенщальной. Мы будемъ обозначать ев болышою буквою Е. 
0, какъ мы видфли есть функшя только координатъ точевъ систены. 
Поэтому и потенщальная эвер{я 


— бр дя 


есть фунышя только координать точекъ системы — зависитт, только оть 
конфигуращи системы. 

Общее опредфлене потенщальной знерши таково, что въ вее вхо- 
дить произвольное постояниое 095. Его выбирземъ такъ, чтобы оно 
обращалось вт нуль при нфкоторой спещальной вонфигуращи С, си- 
стехы. Доважемъ теорему; потенц!альная энерг1я П при ка- 
кой-нибудь конфигурацти С системы равна сумиф ра- 
ботъ виутреннихъ силъ нри переход системы изъ С 
въ такую вБовфигурац!ю С,, при которой П обращается 
въ нуль. 

Доказательство. Для безконечно малаго перемфщешя системы 
вумиа работь внутреннихь силъ равна 
ай, =— ап. 


Слёдовательно, за время перехода системы изъ С въ Оз: 


потому чо по предположеню 
Итакъ 


что и требовалось доказать. 

Вообще говоря, выборъ той ковфигураии Су при которой мы счя- 
таемь потенщальную энергшю нулем, остается еще свободвымь. Но 
обыкновенно считаютъ потеншальную анерМю нулемъ въ той конфигу- 
ращт Сь, при которой ©, достигаеть максимальной величаяны и, 621Ъ- 
довательно, П равная 

— 0. + яя 
постигаеть величины минимальной. При такому выбор нотенщалть- 
нан функщя П остаетея положительною пра воёхь остальныхь вон- 
фигуращяхь. Если С, обладаеть нфоколькими макснуумами, то за вон- 
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фигурацию С, привымается та, которая давть наибольшй изъ мавсиму- 
мовъ (пахшиош тахииотит). 

5 300. Завокь сохранешмя энерги. Выдфливъ элементаряую работу 
знутреннихь сить въ особый членъ, можно представлть уравнене (368) 
въ вид 


У” = Ук, Че + Уи + 2, + 
+ У + Уау + 2,4. 
Но, согласно съ $ 209-мъ и формулою (377), кмЪемъ: 
У [Х, де + У, бу + р =, = — ап. 
Слёдовательно (381) принимает видъ: 


«у Ук У,4у = 2, —9П 


пли 


у? м д 
«У р +1|- Ук + У.49+ 1,4... (885) 


Ивтегрируя это уравнев!е. получныъ: 
: 
[У +п | Е т] ГУ Тина, а . (886) 
| > 
ы 


Это уравнеше можно выразить словами: приращен!е полкой 
эяерг!н системы въ течен]н времени # —& ранно суки% 
работъ вн шнихъ силъ за это время. 

Стфдовательно, если внЪшшя силы не дЪйствують на енстему, то 
{386) обращается въ: 


У" + и} = (Утки), ... (887) 


Это значить, что если вии я силы на снетему не дфйствують, то 
ея пожная энергя не измфчяется. Уравнете (387) можно представить 


ВЪ ВИДЬ: 2 
т Ш = мы (а... 838) 


Уравнене (388) выражаеть собою законъ сохранен! я энерг!и. 
Нолная энерг!я системы, на которую вифшн1я силы 
ве дьйствуютъ, есть величииа постоянная. 
Сафловательно, полная энёря вселенной постоянна: энерю мы не 
можехь ви создать, ни уничтожить. Вее что мы можехжь съ нею д№- 
лать-—-это переводить ее изъ одного вида въ другой. 


р-р 


$ 301. Физический смыслъ ззконая сохраненя энергёк. Законъ живой 
снаы (370) быть увазаяь еще Иваномъ Бернулли я окончательно уста- 
вовлень Даншломъ Беркулан въ 1748 году. Но законъ сохранешя энер- 
Гм въ полномъ своемъ объем®, какъ основной законъ физики, быль 
впервые высказаяъ Ломоносовым, который еще въ 1760 г. писал: 
«Вс перемфны, въ натурВ случающяся, такого суть состоящя, что 
екодько чего у одного тьла отниметея, столько присововупится 5ъЪ дру- 
гому. Сей вееобщЙ естественкый законъ простирается и въ самыя пра- 
зидв движен!я: ибо тЪло, дважущее своею силою другое, столько же 
оныя у себя теряеть, сколько сообщаеть другому, которое оть него дви- 
жене получаеть». Но Ломоносовь шехь настолько впереди своего вфка, 
что его но поняли, а затёыь эту сторону ето многообразной дфятель- 
ности основательно позабыли и только нелазвво МевутАннъ обратялъ 
внимаще ученыхь всего игра на то, что Ломоносовымъ впервые былъ 
высказанъ и законъ сохранев!я энер и и законъ сохранешя матери *). 

Затбмъ уже въ 1842 г. законъ сохранен я энерци быль вновь отврыть 
ничего не знавшимъ объ открытш Ломоносова врачемъ Робертомъ 
Майеромъ. Маубг. Вешегкиивеп йЪег 41е КхаНе ег плъе ею Мафох 
(Апва|. 4. Свеш. и Рюагшае. 1842, Ва, 42). 

Наконець Гельмгольтць съ необыкиовенною ясностью и весьма по- 
дробно обосноваль заковъ сохраненя энеряя въ 1847 г. Не} шло142. 
Ге ЕграНиие 4ег Кгай. 

Въ общей форыЪ законъ сохранейя энерйи можеть быть выраженъ: 
таку: энерг!я не исчезаеть и не образуется вновь, во 
энерг!я одного вида можеть перейти въ эквяваяентное 
ЕОолиЧество энерг!и другого вида. 

Напримёръ: 427 килограммотровь работы можеть перейти въ одну 
большую калорно тепла. 

Законъ сохранеыя эвергя полагается совреженною наукою въ основу 
оететвознаня на ряду съ закономъ сохраненйя матерйг, отерытымъ тоже 
Ломотосовымь и переоткрытымь Лавуазьс. 

Законъ сохранешя энерми не вытекаетъ изъ основныхь завоновъ, 
Ньютона, будучи приложимымь только въ консервативнымь силамъ, но 
онъ въ томъ то именно и заключается, что всё сиды природы Бон- 
сервативны. 

На первый взглядъ можеть показаться, что треше и друйя сопро- 
тавленя не консервативны, потому что можеть показаться, будто бы ра- 
бота силы, протаскивающей грузъ по горизонтальной паосвостя равно- 
ифрно и преодольвающей прн этомъ сопротивлеше треня нсчезаеть 6ез- 
слдно, Но при бкижайшемь разсмотрьнн оказывается, что въ такихъ 


*) Меницитхинь, «Иомоносовь шакъ физино-химинь» (Журн. Русск. Фила. 
Хим. Общ, т. ХХХУ, вы. 6, 8. 9). 
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случавхъ работа переходить въ живую силу молекулярнаго движеня, 
обнаруживающагося въ вид теплоты, въ энергю звуковую, свътовую 
шли электрическую. 

Заслута Ломоносова, Майера и Гельмгольтца заключается въ томъ, 
что они усмотрфли во всфхъ яваешяхъ природы различные виды энерн. 

Примёрами потенщальной энерги могуть служить энермя: притяги- 
вающахея массъ, упруго изнфневнаго тёла, химическаго сродетва, 
эдевтросгатичесвихь взаимодёйстый и проч. 

Примфрами кинетической энерти могуть служить: энеря движеня 
тЪла, тепловая, звуковая, пвфтовая, энерМя элевтрическаго тока и прот. 

302. Единица энергн. Благодаря указанвымъ въ этой главЪ е0- 
отяошеняитъ между энерею, живою силою и работою, энермя можеть 
быть измфряема тАми же единицами, кавими измёряется работа; эргами, 
джоулями, килограиметрахи, пудофутами. 

Употребительною едикицею ддя продажи знерми служить кило- 
залтчасъ. 

Киловаттчзсом называется работа, совершаемая мощностью въ 
одниъ киловатть въ теченюе одного часа, 

Самое это опредёлеве показываеть, что 

киловаттчаеъ == еднница работь, 
тогда какъ 

киловатт = единица мощности. 

Поэтому кизоваттчась можно выразить въ эргахь, джоудяхъ, кнло- 
трамнетрахь, пудофутахь; во нельзя его выразить въ ватгахь иди Въ 
киловаттахъь. 

Мощность не есть знермя; паровая лошадь не опредфляеть ©0б0ю 
никаБой энерг1и. Но паровая яошадь ВЪ течен!и такого-то времени ато 
уже опредбленное количество энерци (работы). 

Примфръ 1-8. Выразить каловаттчась въ джоуляхь. 

1 ватть — джоуль въ секунду. 

1 каловаттт = 1006 джоулей въ секунду 

въ течеше часа 1 гиловатть даеть 3600.1000 == 3600000 джоулей. 

1 виловалтчась = 3600000 джоулей = 36.10° джоулей, 

Примфръ 2-й. Выразить каловаттчась въ килограмметрахъ, 

вфеъ 1-го грамиа 981 дЕЕЪ, 

1 грамсавтам. — 981 эрговъ. 

1 вилограмеантим. = 981.103 зрговъ. 

1 кизограмметрь = 981,103.10° = 98Е. 10° эрговтъ. 


з 
1 кизограмиетрь — зи джоулей = 9,81 джоулей (легко и но- 


зезно зыпомнить). 
1 ваттчась 38.10 лей 
Бндоватт 991.107 2807 


джоулей. 


36.10: . 
р джоулей 356` 
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Прихфбрь 3-й. Опредёжить въ килограмметрахъ работу, доставаяе- 
мую двигатедемъ въ 2 паровыя лошади въ течени 3-хъ часовт. 

Отвфтъ. 75.2, 3600.3 == 1620000 кгитр. 

$ 308. Начальное движеве снетемы. Теорема. Снетема, находив- 
шаяея въ поБоё, начинаеть движене подъ дЪйетыемъ сить веегда 
тавъ, что работа силь при начальномъ перемфщевн всегда положи- 
тельиа. Спреведливость этой теоремы видна изъ того, что въ приложе- 
вши къ вачинающемуен движев!ю уравнене живой сиды принимаетъ 


видъ: 
ту 

—=Т 
х 2 


потому, что. когда система была еще въ довоЪ, было У = 


0. Ве- 


зичиаи же У, а существенная подожительная. Слёдовательно въ начаз® 
двяженя Т тоже положительна, что я требовалось доказать, 

$ 30%. Характеристихя положенй равноввея, ели система консер- 
вативча, то, сотлаено (377): 


Уи + У + =аи....... (888) 


Въ 1фной части этого равенства стоить сумиа элементарныхь работъ. 
По принципу возножныхь перемфщен! для равноввя необходимо и 


достаточно, чтобы х (Хах -- УЧу -н 242) = 0, Но, согласно (388), при 
этомъ 40 =0........... (889) 


По правиламъ же дифференщельнаго нсчисленя (389) представляетъ 
собою уравнезе, опредфляющее или экстремы (максимумы или мини- 
мумы) функши (7, или тащя области, въ которыхъ Е == е0754. 

Итакъ Въ положен1и равновфс1я консорвативной си- 
стемы силовая функн!я О или достигаетъ своихъ 
эвстремовт, или постоянна, хотя бы н въ небольшой 
области. 

$ 305. Теорежа Дярикле объ устойчивости равновфо1я. Разсмотряуъ 
сафдующе три случая. 

1} б есть максимумъ. Это значить, что @ уменьшается при вся- 
Еомъ перемфщенти системы въ сосфдиее подожеще. Помфстимъ мысленно 
систему въ одно изъ такнхь подожен!й сосфанихь съ тЬиъ, при которомъ 0 
есть максимум, и предоставимъ затБуъ ей лвитаться лодъ вияехъ 
данныхъ сялъ. 

Согдаено $ 303 она начнеть двигаться такъ, что элементарная ра- 
бота ЧО будеть положительна. Но когда @ положителенъ, то © воз- 
растаеть. Поэтому система будеть приближаться къ тому положеню, въ 
которехь С максимумъ, то есть въ положению равновфейя. Слфдовательно 
при С максимумв положеше равновфея таково, что система, немного 


откаоненная оть яего, къ нему возвращаетси, Такое положене равно- 
вфоя называется устойчивымъ. Итакъ: 

При О максимум положено равновъея устойчивое. 

2) 0 есть минимумъ. Въ этомъ случа О уведичивается при вся- 
комь перемфщенти въ сосёднее положен!е. 

Помфетимъ мысленно систему въ одно изъ тавихъ сосфлвихь иоло- 
жен. Согласно $ 303 она качнеть двигаться такъ что 47 будеть по- 
ложительныхь, сибдовательно (7 будеть возрастать и система будеть 
ще 0025е удаляться отъ того положеня, при которомъ 7 минннумъ. 
Са\довательно нри (7 минимумь положене равновЪ&я таково, что при 
малфйшемь отклонеи оть вего системы она стремится еще болфе отъ 
него удалиться. Такое положеше равновфея называется неустойчн- 
вымъ Итавъ: 

При О минииун6 положеше равновфея неустойчивое, 

3) 0 = своп дая возхъ перемфщенй изъ положеня равиовфия. 
Равновьс1е получается безразхичное, 

При 0 —= с078; раваовЪею безраздичное. 

$ 806. Устойчивость положеня равновфоя въ зависимости оть ио- 
зоженя центра тяжести. Положимъ, что на систежу дфйствуеть только 
тяжесть. Возьмемъ ось & внизъ по вертикали. Имфемъ: 


И= ХУ ........ (890) 
Но координата = центра тяжести равна 


Хи Ум 


= 5* 57 
тдф М масса всей системы. Слфдовательно изъ (390) имфемт: 
И... ........ 8% 


(391) показываеть, что макенчумъ и уинимум 0’ совпадають съ 
макснмумомь и минимумомь г. Сабёдовательно: 

Пря максимальной высотВ центра тяжести, х и С маннмумы, 
равнов$е неустойчивое. 

При минимальной высот цевтра тажести, ри О максимумы. 
равновфе устойчивое. 

Итакь; равновфе тяжелой енстемы устойчиво, если центръ тя- 
жести занимаеть наинизшее позожене сравнительно съ соефдинми; 
равновЪе неустойчиво, если центръ тяжести занинаеть нанвыс- 
шее положеше сраваительно съ соефдними его положемями; раввоя ве 
безразаичное, если сосёдыя положевя центра тяжести находятся на оди- 
каковой высот. 

Легко найти на это правило примфры. 


ГЛАВА УЁ 
Законъ количества движен1я. 


$ 307. Колнчестио движеня я импульеъ. Уравненя движешя ©во- 
бодной точки имфють вядь 


получихъ: 


нь. . (898) 


42\ ” 
—т |} = С 
"(2 ] ра 
8 
Состававъ таыя ураввеюя для всВхЪ точекъ системы и сумуируя 
ихь, подучихь: 


Эти уравяешя выражаютъ: 

Законъ количестяъ движен!я. Количество движен!я, 
пр!обрётенное снстемою по кзкому ннбудь направле- 
н!1ю равно суми% импульсовт, сообщенныхь всфин ия- 
лами по тому же направлен (ем. $ 175). 

Вь правыхъ частях, ураввенй (393), при составлении импульсовъ, 
вс внутрення силы взапмно попарно исключаются по З-му основному 
закону Ньютона. Сифдовательно правыя части уравненй (393} содер- 
жать только импудьсы вябшанхъ силъ 

Законъ количествь движешя улобно примфнять: 1) когда силы заданы 
какъ фуньцш времени; 2) въ случа такихъ мтновенныхъ сить какЪ удары. 

$ 308. Приибрь изъ кинетической теорн тазовъ. Покажеуъ, какъ 
изъ закона количестнъ лвижешя выволится основная форчула кичети- 
ческой теори тазовъ. 


ро а Мы и. 89 


связывающая между собою: 

эи масса молекулы газа, 

Ф объемъ газа, 

‚р упругость == давлен!е газа на едивуцу илзомади, 
М число молевуль въ объем и 

и средняя скорость молекуль. 

Кннетическая теоря газовъ разоматриваеть газъ. содержапуйея въ 
конечном объемф, какъ собране огромнаго числа молехуль, лважущихся 
съ большими скоростячи прямолинейно 
оть столкновешя до стольяовеня другь 
©5 аругомъ. Уравнене (394) и объяс- 
няеть, кавимъ образомъ бомбардировка. 
молевуль газа производить давлене ва 
стВаку сосуда содержащаго газъ и под- 
считываеть это лавлене. Выводится же 
это уравиене изь закона количеств 
движеня слфдующижь образомъ {выводъ 
Джоуля). 

Пусть (фиг. 150) плоскость (2, у) 
веть плоскость отЬнки сосуда, содержа- 
щаго сазъ. Молекула летить со ско- Фиг. 150. 
ростью № по прямой АО подь утломъ © 
къ осн 2, ударяеть етфнку въ началь коорлявать и, по закону «уголь 
паденя равенф углу отражешя», отскавиваеть съ тою же скоростью по 
направленю ОВ, составляющему уголь ф съ оью г. Правильвфе 
сказать, что модевуда летать въ 0 0 скоростью в, составляющею съ 
положительнымь направлещемь оси 2 уголь (180°—$). 
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Бозичество движеня по ося 2 послЪ удара = м 08 $. 

Боличество движешя по оси 2 до удара == ти воз (180°—$). 

Итакъ, приращене количества двяжешя по направленю нормаль- 
ному къ стВнкф равно: 


эти с05ф — тисов (180°—9) = Этневф . . .. (395) 


Твиерь вычислимъ импульсь. Пусть: 

® сретпяя величина силы, съ которою молекула давить на стёнку въ те- 
лени удара, 

т продолжительность соприкосповенёя молекулы со стВякою. 
Ззвонъ количества дваяженя даегь: 


Эта 608 ф = Ёт, 


Составляемь тая же равенства для вевхъ молекулу, ударяющихь 
въ стЪику въ теченин времени #. Еели 4 есть средняя ведячина силы, 
дЬйствующей въ течени времени # ва площадь 5 стфаки, то, сумиируя 
составленныя равовства, получим: 


У тн 008 чернь . (896) 


Еели Тиз 1, то правая часть уравненя (396) предста- 
эляеть с0бою давлене р на едвницу площади, тать что получимъ: 


У 2пи 084... .. : (397) 


р 


При соударезйн молекулъ количество даижещя передаетен по напра- 
вленю кормальному къ стВнБВ такъ, что мы можемъ ечитать, кавъ будто 
он не соударяются, в только ударяются о стВвку. 

Есди скорость и составляеть съ осями координать углы а, 8, 1, то 

ЗКивая сила 


= 1 зи? = тт (м 608 а) + (#208 В)" +- 1 эт (и оз)? 


такъ какъ 
6057 а + 608 8-4 60977 = 1. 


Поэтому каждую молекулу можно замфнить тремя, движущимися па- 
раллельно осямъ коордиватъ, Подучимьъ: 


группу, движущуюся параллельно оси г 
> » › -у 
» ‚ » 2 
Баатодаря огромности числа № молекуль и равнонравности зеякихъ 
направлен: можно допустить, что каждая группа содержитъ 1 № зюле- 


вутъ. Итакъ, группа, движущаяся нормально къ стЁек\ содержить Е Х м0- 
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лекуль; молекулы же остальвыхь групиъ двнжутся парадлельно стфЕк и 
ее ве ударяють; слбдовательно ф = 0; с03$ — 1. Еели сосудъ, содер- 
жащй тазъ, имфеть видъ параллелепипеда и разехонне оть стВини 8 до 
противоположной стЪвки равно й, то каждая молекула дфйствующей 
трация ходить оть стфнки до стфики. Оть одвого удара объ 5 д0 слЪ- 
дующаго она пролетаетъь путь 2й. Опа ударяется въ 5 въ течени се- 
кунды столько разъ, сколько 28 содержится во всемъ пути, проходимомь 
молекулою въ течени секунды, равномъ м. 
Звалить молекула удеряетея о стЬнку $ воего 
Сльдовательно для одной молекулы: 


разъ въ секунду 


в 


ти? 
Е 


У Эти соз (0) 
Чая вефхь молекулъ дЪйствующей группы: 


. 
Узииеь (9) т гы 


Это для ноей площади $; для едяницы же площади: 


У р 6 р тай 

ни с0$ (0) И 

Слфдовательно (397) принихаеть видъ: 
и... (88) 


Но В есть высога, з основав! параллелепипеда (сосуда). Поэтому 

28 = 
и (398) даеть 1 
р — 3 Ми. не. 99) 


что и требовалось доказать. 
СдЪазнныя здёсь допущеня сиблы. Но эта формула (399) оправзы- 
вается другими выводами и ножествомъ фавтовъ. 
8 309. Приибръ изъ гидравлики. Опредлимъ 
давлене, оказываемое трубею, но которой течеть 
вода, на опоры, подзерживающия этр трубу. 
Заранфе замфтимь (и рЬшешемь задачи это 
выяснится еще болфе), что искозое гидродина- 
мическое давлене трубы при протекающей 
по ней водв будегь весьма отаичаться оть того 
гидростатическаго давленя, которое оказы- 
вала бы труба калитая ненодвижиою водою. 
Положимъ, что вода течеть по трубё абеё фиг. 151 
{Ффог. 151) непрерывною струею, заподняя всю 
трубу. Допустимъ, что пыфемь дло съ установившимея движе- 
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вуезь воды, при которомъ въ каждой точкЪ трубы давлене и скорость 
не изуфняются, Пусть: © объемь воды, протекающей въ секунду чрезъ 
поперечное сёчене трубы, Х резкция опоры. 

8, площадь верхняго отверстя, 


Кл » НИЖНВГО » 

Т, скорость втекающей воды, ваправхенизя перпендикулярно къ 05, 
7, > вытекающей ь > » » в, 
а, угодъ, составаяеть скоростью ТУ. съ вертикалью, 

а» « ‚ У, ь ь 


р. лаваеше въ свченш а5, 

р › в» 204. 

Составимъ уравнене количествь двеженя за безконечно малый про- 
межутокъ времени, въ течени котораго частицы, лежавийя на ар, пе- 
рейдуть на “'®”, дежавийя же на с4, перейлуть на с'4’. 

Начальное количество движешя равно возичеству движены массъ 
аа’ в а’'е4. 

По истеченн времени @# количество движешя разно количеству дви- 
женя массъ аЪ’с@ и вас. ИзиВнене количества движевя равно сл%- 
довательно; 

кол, движ. (аёа’6') + кол. движ. (174) — коя. движ. (@'6'е@) — 

— Бол. движ, (е4е’4’) = кол. движ. (афа'®’) — кол. движ. (64е'9’), 

Но або'4' —= с4е'4' потому, что чрезъ каждое сфчене въ течеше &! 
протекають равные объемы @ 44. 

Въ 1 к7б. метрф содержится 1000 кгр. воды. 

Масса воды, протекающая въ теченш 4 равна @ аь 


Колич. двии 
$1000 


{аба'5') = Го 05 в, 4. 


Колич. движ. 
(ага) — Чо ва, в 


Приращене количества двнжевя разно 


91000 (у сова — ТР, ваза), 


Составимъ теперь ижпульсъ вяфшиихь силъ. 

Р вфеъ воды -- вЪсъ трубы, 

Х реакща опоры, 

ро 5% 605 0 проекщя давленя на вертикаль, въ аб, 
р 8, 03 а, прееншя давлен!я на вертикаль въ сй. 
Сужма импульсовъ равна: 


(Ре 5. сб а, — р, 5, са, + Р— Х) 46 
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Уравнене количества двыжешя примегь внлъ: 
91000 
9 

Отсюда 


[7 сова, — Из еоз а й = [№ 9, 005 9, —— рб, 008 а, ЕР Х] 4 


о 
Х = ь, бь оз, в, 5, 005, -Р-+- 6 к (Улан, — И, ва з9). 
Здфеы: 
ось р» 5, 605 а, — р, 8, воза, + Р 
статическая часть давлензя. 


100 
9 и (17.09 я, —Т, 05 8) 


динамическая чаеть давленгя. 


ОТДЪЛЪ Хх 
Моменты инерщи трехмфрныхъ тЁлъ. 


ТДАВА Е 


Основныя теоремы и Формулы, 


$ 310. Замфчае. Мы уже видфля, какую. важную роль играють мо- 
менты инерши въ динамикф твердаго тёла, выражая собою ивершю при 
зращательномъ движени. Самая-же теоря моментовь пкерщи трехмфр- 
выхь ТЬль весьма похожа на изложенную въ отды% УТШ-мъ теорю мо- 
ментовъ инерщи паощадей, вифющихь важное значеше въ теорш еопро- 
тиваешя матерьяловъ. Зафсь, вакъ и тамъ, стараются все свести къ мо- 
мевтамъ инерши относительно осей коорданатъ; для геометричесваго по- 
ясненя служить здЁсь уже не эллипсъ, а трехосный элдипесидъ. 

$ 311. Моженты инерщи отиосытельно оеей коордивать. Примемь 
обовначеня: 

А моменть иверщи отиосительно осн иксСоВЪ, 

В »ь › › » итгрековт, 

с › » з > зедовъ. 

Момеять инерци есть х ттт, тдь 4 ивсса элемента тёла, х разстоя- 


н\е ея оть разсматриваемой оси, Квалраты разстоявй точки (2, у, 2) 
отъ осей воординать суть 


У -- 27 отъ осн #, 
2-4?» у 


о 


м 


Сафдовательно: 
я = Ум" + #2) | 


В= Уи 4) . (400) 


С= Ут у) | 


За элементь сплошного тёда, ваходявийся при точкЪ (т, у, 2} прини- 
наемъ безконечно малый параллелепинедъ, ребра котораго параллельны 
осямъ координать, Объемъ его равенф 4х йу 42. Онъ называется алемев- 
тарнымъ параллелепипеломъ. Итакъ: 

Ах 4у 4г = объемъ элементарнаго параахелепипела. 


Если плотность ето 8, то масса его равна: 
т — 4. аа ау 42. 


Слфдонательно для сплошного тёла формулы (400) принимають видъ: 


= зева 


в= Гек ие (09 


с= Ленч 


$ 312. Центробъжные моменты инерщя. Саблующия величины играють 
столь важную роль, что получили особое назван: центробёжные х2- 
менты инерц1и. Мы нхъ обозначимь бухвами Р, Е, Е и опредв- 
ляемъ формулами: 


р=Уии 
Е= Ут |... . (409) 
К=У ву 


Дая сплошного тБав эти формулы пренимають виль: 
=]: ул. Чт ву | 
Е Г. т.р (с. - (403) 
= Г. ту. ев | 


$ 813. Разибры моментовь инерщи. Техниху приходится доводить 
вычисленя ло конца до получения результатовъ въ видВ чисеть, Дая 
устраненя недоразумфн!, готорыя могли бы возникнуть пря оковчатель- 
номъ вычисленн моментовъ инерщи, войлемт, въ полробности этого дла. 


1) Моменты икерц}и площадей поперечныхъ с чев1й, 
играюще весьма важную роль въ теори сопротивленя матерьяловъ, 
имфють разыйръ (1,*). Такъ, наприифрь, моменть инерщи прямоуголь- 
ника, стороны котораго равны а и В, откосительно стороны а равевъ 


963 
У... - 99 
Вь ураваенщ (280) 
= 
% 
или 

1 Рь 

55 


размфръ напряжения з, ва квадратномъ сантиметр равенъ 


сила Сида, 


(аина) ТА 
Разифръ ий равенъ [1,7]. Слдовательно 
= [72] [виза] 


== [24. 


Ни о какой плоткости поперечтаго сфченя говорать не приходится, 

я нее обетоить очень просто. Воли, наприифръ, еторояы прямоутольнаго 
сбчешя суть 
ут аби, Зем. 


то моментъ инерции отновительно сторовы а, согласно съ (404) разевъ 


Если 


то, согласно еъ (404): 


2) Моменты иверц:н иластянокъ. Въ динамякЬ моменть 
инерщи пхастинкя зависить еще и оть матерьяда, изъ котораго она сяь- 
лана. Или приходится вводить толщину лластички, разематривать ея 
объемъ и плотность, понямаемую какъ массу, заключающуюся въ { объем. 
Изи-же можно ве говорить о толщинф пластинки, но, выфето этого, 
ввести поняме о поверхностной пхотности. 

Поверхностною пдотностью называется масса, за- 
ключенниая въ цластанкЪ площадь которой равка 
1 площади. 

Обозначая поверхноствую плотность чрезъ 


найдемъ, ваприуфръ, 


Н. В Делоне. —_Бурсь тотилческой хочавяка. 5 
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что моменть инерщи Х прямоугольной пластинки, стороны которой суть 
ви, относительно @ равенъ: 
Е 
1= 2% 
З 


Масса ея равка М = аб 5, такъ что также 


: 
т=МЕ. 


При этомъ чрезвычайно важно имфть въ’виду, что въ абсолют- 
выхь сдиницахь масса выражается просто въ граммахъ; въ тех- 
вическихьъ же единицахъ масса равна отношению вфоа, выраженнаго 
въ нитограммахъ, къ земному ускорению 9,81. 

Примёръ 1-1. Опредфлить моменть инерщи Г, прямоугольной пла- 
етинкя, стороны которой суть а и В, относительно ося симметри па- 
раллельной сторо а въ абсолютной систем$, ели @ = 5 см., $ =3 сн., 
$ = гр. = масса 1 кзадралнаго сантиметра пластивеи, содержащая 
столько граммовъ массы, сколько граммовъ ВВенТЪ таБой Бусокъ въ 
1 кв. см. Вычиеляемъ: 

45 
2 


абсолютн. единицу. 


при чемь за абсолютную единицу тохихъ момонтовъ иверши можно 
было бы принять моменть ннерши относительно оси симметри пла- 
стинкя, нуфющей видь квадрата, стороны котораге равны 1 см., плот- 
ность же поверхноетная равяа 12 (вЪсящаго 12 граммовъ), потому что 


тавой моменть инерши равенъ 
253 1.1 


==8= 


#2 12 


Прим%ръ 2-й. Опредфяить тоть же Л, что и въ предыдущемь при- 
ыЪрь, но уже въ техническихь единицахь 
5 3 
“100: 2 = 106 


8 — вот квадратнаго метра пластинки выраженному въ килосраммахь 
и раздЬленному ва 9,81 

—2_ 
1000” 
и _ 1 5 27 2000 45 


215 `` 106 ` (100 ` 981—891. 1% 


о 1 __ 2000 
7 9,81 — 981 


= 


Х 


Въ друтихь едвницахь получилось и число другое. Дия того чтобы 
убфщиться въ вфрности чиселъ полученныхь въ примёрахь 1-омъ и 9-МЪ 


Ш — 
. 6? : 
для одной и той-же пластинки, выразимь энергю з Ть враменя этой 


пластинка со скоростью ® около 0ен симметии параллельной сторон® 
а въ джауляхе. Мы знаемъ, что: 


1 ктмтр. == работ неа 1000 тр. на пути 100 см. = 
— работ 981000 дипь на пути 100 см, = 


: 
—= 981, 108 эрговъ = м джаулей = 9.81 джауля. 


Изъ результата 1-го примфра имфемъ: 
9 в 45 
Ре 


ыы Т `: “. 1 ый ЕГМТ} 
в 3 ° 105. 987 а МР 
«45 9.81 745 


21. р ая 5 5 тот ау 


Итавъ, оба результата привели въ одному н тому-же чиелу › ы 
джаулей. 

3) Моменты инерц!н лин1й. Моменты иверщи затематаческихь 
площадей весьма пригодны въ теори сопротивлевя матерьяловъ. Мо- 
меяты янерщи математических» ливй пока еще ни КЪ чему при- 
тодными ве оказались. Но приходится иногда имёть двло съ моментами 
инерши проводовт, для этого пользуются пояячемь о линейной плот- 
ности и моментами инерши личи. 

Линейною плотностью называется масса, закаютаю- 
щаяся зъ проволохф, длина которой равна еданиць 
длины. 

Примемъ обозналеня: 

а линейная плотность проволока, 
$ длина проволоки, 
М ивоса проволоки. 
Имфемъ: 


18 = М. 
Здфеь тоже надо умёть разбираться иъ единицахь. 
4) Моменты инерши трехмфрныхъ тфдъ При вычисления 
моментовъ инерши трехжёрныхь тЁёхь пользуются понямемь о плот- 


ности какъ о масс, заключающейся вт единицЪ объема. 
Если 8 пзотвоеть, 47 масса, С’ объемъ, то: 


М = 25 
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Здфеь весьма важно отивтить слвдующее: въ абсозютныхъ 
единицахъ: едявица объема — кубич. сантим. 

Въ техническихь единицахъ: единица объема — кубич. метр. 

Примзръ 3-1, Опредфаить въ абсолютныхь одикицахь энерйю 
пидиндричесваго стального шкива, дфлающато ® оборотовъ въ мивуту 
ямфющаго радусь Я и высоту Н, если: 


В=1н; Н=01м; 


плотность стали 8 — 7,3. 
Впюслёдотв и мы увидимъ, что моменть инерщи цизиндра 05010 оси 
равень 
Ро: 
2 


Инфемз: 
М == Н& 


= АН эртовъ. 


Но въ абсолютныхь единицахъ 
В=10 НЕЮ; вт 
Поэтому: 
' 
= 221001. 10. 1,3 == 48108. 78 арг. 


Задача рёшена. Выразимъ полученный результать въ джвуляхь. 
Полузчимъ 


. 108.13 


18 


Дизул. — 730 =? джауля. 


107 


ПряхВрь 4-ый. Опредфлить то-же самое въ техническвихъ 
едивицахт. По сказанному въ приму 3-мтъ. 


о: 
= $ = =: На вгрмтр. 
Здёсь 
В=ы Н=0,1 м; 8 — масс, 
содержащейся въ 1 кубич. метр+. Дано, что вфсъ 1 куб. см, стали = 7,3 гр. 
Озфдовательно, взсь 1 куб. метр. стали == 7,3 . 1003 =: 73 . 108 гр, = 
= 73. 102 кгр. = 7300 кгр. 


Г 1300 _ =37800 
2 1.01. Е Ут 
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Задача рёшена. Дия сравненя еъ результатомь примфра 3-го выра- 
зинъ это въ джаудяхт. Зная изъ примфра 2-го, что 1 вгитр. == 9,81 
джауля, нибемъ: 

5? т 1373000. 3.81 #3 73000. 981 
2 981 981. 100 


хакъ въ примбр® 3-мъ. 
$ 814. Моменты инершы прямато паразлоденикеда относительно осей 
сииметрш. Оси самметрн параллелепипеда суть прямыя, проведенныя 


изъ его центра параллельно его ребрамъ. Положныъ что разыфры па- 
раллехепипеда суть: 


730 хз 


а>ьре. 
Вычводимь такой тройной интеграль 
а =: 
д’ ааа = ив = 
$ : 


/ Г уеду 9 
т -2 . 
2 3: 13 
У Г Дееичот 


Формулы (401) иогуть быть составлены для настоящаго случая какъЪ 
попарныя суммы трехь только-Что вычноденныхь интеграловъ, при чемъ 
получится: 


—_ 2686 . 
Ато +9) 

26е - 
Вата +... - . (405) 


ба 


й 


Ир 

А =М- та” 

а: 
в=М та . (406) 

а" 

б=М а 


$ 315. Центробыжщые моменты ннершы паразнеленинеде отноеи- 
тельно реберъ, сходящихся въ одной вершин. По (402) имфемъ: 


ее: о» 

в 
5 $ О 

=ы = аа пет. 


По аналоги получинъ: 


дует е + (407) 


$ 316. Теорема © параллельныхь осахь, Положниъ, что камъ из- 
вфстенъ моменть инерши Г даннаго тёла относительно осн 2, проходя- 
щей чрезь центръ тяжести. Требуется найти 
моменть инерщи Г относительно осн лараллель- 
ОЙ = и находящейся оть нея (фиг. 152) на раз- 
стояши а. Выберемъ 0си х и у такъ, чтобы 
ось момента пнерци 1’ лежала въ плоскости 
(л, 2). Пулы: 

2, у, = координаты точЕн тва, 
х разстояне ея оть оеи 1, 
”, разстояне ея оть оби Г. 

Плоскость (г, г.) пересфкаетея плоскостью 
(=, =) по прамой параллельной оси х; полу- 
Фаг. 158. чается треугольникъ со сторовами », 7, а, Изъ 

него имфемъ: 


7 = + а? — 2аи 603 (г, 2) = " + а — Зах. 


Сзфдовательно: 


т=У ти — 


У т-У тп - заУ та. 


Пользуясь формулами 
Ут 
м 
У в=м 1=2у- 


и замёчая, 970 по условио ось 2 проходить черезъ центрь тяжести 
волбдотьие чего У жх = 0, похучимь уравнеше 
ТР 7+ Ма"... .-.. - (408) 


выражающее, что моментъ инерц!и Р относительно кабой 
нибудь оси равентъ сумм Г -+- 1147, составленной изъ м0- 
мента инерц!и около оси параллельной проходящей 
черезъ центръ тяжести, и произведен:я массы на квад- 
ратъ разстоян!:я между этими осями, аналогично съ теоре- 
мою $ 225-го. 

СхфдетвЕе 1-06, Изо вефхь моментовъ инерщи тла относительно 
взаимно параллельныхь осей наименьш тоть, который берется отно- 
сительно оси, проходящей черезъ цеятръ тяжести. 

СлфдствЕе 2-0е. Моменты инерщи, относительно осей, параллель- 
ныхь межу собою и находящихен на одинаковомъ разетоянн оть центра, 
тяжести, равна между собою. 

$ 317. Теорема объ осяхъ, проходащить черезь начало координотъ. 
Опредёлимъ моменть инерщи 1 относительно оси, проходящей чрезъ 
начало координать и составляющей съ осями 
воординать углы а, 8, 1, х 

Пусть (2, у, #) суть координаты точви 
разсматриваемаго тёла (фиг. 153), Восполь- 
зуемея извЪфетной теоремой: каждая сто- 
рона многоугольника равиз сумм Ё 
проекц:й ив нее остальныхъь его 


еторонъ. | — 
[Вр 
Въ многоугольник»  составленномъ изъ у 
сторонъ: 2, у, 2) ху, РО, нифенъ: 
ОР — хода + усоз В + 5003 1. я 
Изъ треугольника ОМР ичфемт: Фиг. 153. 


пул — ОР. 
Сльдовательно: 
Пу (роза + ус 3-4 26051] 
у — ета — у? 6058 — 216082; — 3260 8.6081 
— 2276051 .в05а — Злусоза 0038. 


Прапохнивъ формулу 
605° 2 + 609? 8 - 005: 


получимъ: 
7 — 27 (6057 В + 057 т) + У? (6057 17 607 а} + 
— 2 (6057 &-+ 003? В) — 2уг 608 3.603 1 — Зал 6081. 605 а— 21 05 а . 005 В == 
= (У +27) во а (2? 27) 605 В 
+ (2+ 17) 0531 — уе 0053, 6051 — 92.6031. 008 а — 229 605 & 60$ В. 


Слфдовательно: 
Т=У твой а ику-ыунеояй3У, ва {ей 22) + 
+ о т Ут (ай) —20038.6051 У туз с951 ва Утв — 26051.05 3; т жу. 


Цользуясь формулами (401), получимъ: 


Е-А со? +В 60534-06057 1—2. 6058. 6081—2Е 6051.08 8—2 с03а.с03В . (409) 


аналогячио съ (293). 

Формулу (409) легко запомнить по аналоги съ уравненемъ 

Аз + Ву + СР —2РБуд — ЗЕ — ЗЕжу = 1 

трехоснаго эллипооида, 

$ 318. Энлипеондь инеркци. Эта аналомя даеть поводъ къ слЬдую- 
щему весьма практичному построевю (аналогизно съ $ 228). Будемъ 
проводить трезъ начало коорлинать различныя прямыя и откладывать 
на нихь длины р обратно-пропорп!ональныя квадратнынъ 
вкорнямъ изъ моментовъ инерцГи, относительно ихъ вычисляе- 
МЫХЪ, ТЗЕЪ, ЧТО 

УЕ 


Р= УГ 
тд УР воть кояффишенть пропорщовальности. Опредфлимь твометри- 


ческое м®сто концовъ такихь радусовъ-векторовъ р. Обозначивь коор- 
динаты конка такого р имфемъ: 


еее. 9) 


= реза; у=реоз В; = рт 
отеюда 


х у 
ат; 605 = 2081 = 


= [ы 


Вставивъ эти величины въ (409), получимъ: 
Е = Ал + ВР бл — уг — ЗЕ ж--ЗЕ зу. . (411) 


Воть какой видъь нифеть уравненше той поверхности, на которой 
зежатъ концы радусовт-векторовъ р. Это поверхноеть второго порядев. 
Изъ уравнешя (410} завлючаемъ, что всВ р конечны, потому что Г не 
мотуть быть нулями. Слёдовательно (411) представляет собою трехосный 
зллипсойль потому, что изъ пяти типовъ поверхностей второго порядка 
только эллипеондь не имфеть безконечно удаленныхь точекъ, Построен- 


— 1 — 


ный такихь прехомъь эллиисоидь (411) называется эллицооидонь инерщи. 
давнаго тёла, построеннымъь дия точки О, принятой нами за начало 
коордвнатт. 

Итавъ: эллиисондонъ инерцги, по отношев1ю къ дан- 
ному тфлу, называется такая поверхность, рад1усы век- 
торы которой обратно пролорцональны корнямъ ква д- 
ратнымъ изъ взатыхъь относительно нинхъ моментовъ 
инерц:и данваго тёла. 

$ 810. Число эллинеондовъ инерщи для даннаго тёяа. За начало 
коордивать можно принять любую точку пространства какъ внутри 
даннаго тфга, тожъ п внЪ его при построеншн эллипеоида инерин. Каждая 
точка пространства является поэтому, въ присутстын даннаго тёла, 
центромъ безконечнаго числа эзлипеоидовъ ннерши подобныхъ и одина- 
ково расположенныхт, соотвётетвующихь безконечному числу значен! й. 

Остановимся на какомъ нибудь одномъ опредзаенномь }. Но и при дан- 
номъ й каждая точка простраяства является центромъ своего эллянсоида 
инерщи: для каждой точки пространства, въ присутствён давнаго тфаз, 
существуеть свой эллиисоидь инершн, дхя котораго эта точка служить 
центромъ. 

Часто пользуются такими выраженями: говорятъ, что число точекъ 
ини == 00; Чаело точекъ поверхности = 0”; число точекъ простран- 
ства = 053. 

По этой номенвлатурф число эляилсондовь инерши даннаго тьла 
при даннохь равно 003. 

Различе залинеоидовъ инерти, про- 
исходящее отъ различя значени & не 
существенно: это двло маспттаба. 

Разлиие же эллипсоидовъ ияерщи 


даннаго тфла, построенныхь для раз- 

ныхь О при томъ же &, восьна суще- Гат») 

етвенво. тай 
Изъ нихь особенно важень цен- 


тральный эллипесидъ ннерц!и, 
‹центръ котораго находится въ центр Фиаг. 154. 
Даннаго тала. 

На (фиг. 154) изображены: данное тЬло, аллинеоиды инерщи дла 
точевъ а ир и центральный эллицсондъ инерщи, построенный для цеятра 
тяжести с даннаго тЬла. 

$ 320. Главных ови икеры, Оси сиыметри важдаго эжчипсоида 
ннершя даннаго тёжа называются главными осами инерн!и этого 
та. Чрезъ каждую точку пространства, хежащую внутри или виЪ дак- 
нато тфла, проходить триплеть (три штуки) главныхь осей ннерши. Число 
такихь триплетовъ раяво 053. Особенно замфчателевь триплеть глав- 
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выхь пеятральныхь осей янерц1и. Главными центральныхи 
осями тЬла называются оси симметрии центральнаго эалинеоида ннерши, 
На (фиг. 155) изображены трипаеты 
8 главныхь осей пверши дла точекъ 
ци ф и триплеть главныхь централь- 
ныхъ осей инерши для пентра тя- 

жести С. 
Тлавныхъь центральныхте 
— осей ниерщи для даннаго тфла только 

три. 

Моненть инерши даннаго тва 
отвосительно кавой либо изъ безко- 
нечнаго числа его главныхь осей ва- 

зывается главнымЪ моментомъ внерц1и. 

Моменть инерши даннзго тьла относительно любой изъ трехъ е:9 
тлавиыть центральныхь осей называется главнымъ центральным 
мохентомъ инерц!и этого тёла. 

$ 321. Упрощеня формуль (#09) и (#11). Изъ аналитической тео- 
метр извфотво, что уравнене трехоснаго эллицсонда относительно его 
тлавныхь 06ей содержить тодьо квадраты воординать и постоянный 
членъ, такъ что если привять главный оси эллиисонда за оси коорди- 
натъ, то ураввеше его будетъ: 


Аа? +- Ву? -- 0 


Фиг. 155, 


1, 


Поэтому вели принять за оси координать кама нибудь главный оси 
ннерщи тёла, проходнийя чрез даняую точку, то уравнею!е зллипсоиха 
иверши дия этой точки (имфющаго ее своимъ центромъ) будетъ: 


Аа? = Ву бп... . . (413} 


центробфжные-же моменты Л, В, Е обращаются при этомъ въ нуди: 
центробЪжные моменты Д, Е, Г обращаютея въ нули, если 
взять оси координатъь по вакому нибудь трипнету глав- 
ныхъ осей инерц!и тфла. 

Позтому, если за оси координать принять 5а5ой нибудь триплетъ 
гдавныхь осей инерщи, то формула (499) принимаете видь: 


7 = Асоза + В 0958 + Оз 


. . (413) 


тд А, В, С суть главные моменты инерщи этого трипдета. 

$ 322. ДЬйстве пентробфжныхь сить на оеь вращешя. Если твло 
вращается окозо неподвижной оси, то ноявляются центробёжныя силы- 
Необходные ихъ изучить. Принемъ ось вращешя за ось икеовъ п раз- 
схотримъ сначада центробфжных силы, возбуждаемыя обращенемъ одной 
изъ точекъ тфла около его оси. Нусть масса этой точки т и коорди- 


т 


наты (т, у, 2); разстояне-же ея отъ оси врашеня * (фиг. 156). Центро- 
бфжиная сила, вавъ мы знаемь, согласно {236) равна 


энг 6 


и Направлеа по продолжено разстоящя г. Провыши ея на оси коор- 
динать обозначим буквами Х, У, Я. Позучимъ: 

Хитрая . 205 (", д) = тг? 00 | 

У = иго’, 008 (т, у) = те?у 4..4) 
Е =тто? . воз (*, 2) == твйе | 


Каждая точка тфла даеть свою центробыжвую сиду, п, какъ мы 
знаемъ изъ отатикн, совокупность всфхъ этихъ центробыжныхь сидъ, 
дфйствующить на твердое 1ло, 
приводится къ одной силЬ В нБь 
одной нарЪ, моменть  воторой 
обозначимь буквою И. Согдасво 
съ (414) проекщи сиды В будуть: 


я 


Ях=0 

Ху У му |. . (415) 

Ха -=%' Ут 

Проекщи момента А! (см. фаг. 

156) будуть Фиг. 156. 

= © Уна. у Ут. 0 
М Уже. в 486) 
М = У муз 


Все это, каъ мы знасыъ, ложно привести въ динамф, которая на- 
иравлена по сил В. Но первое изъ уравнен!й (415) показываеть, что 
сила В перпендикулярна къ оси х, которую мы приняли за ось зра- 
щен. ` 

Итакъ: Совокупность центроб$ жныхъ силъ, развиваю- 
шнхся при вращен!и твердаго та около осн, приво- 
дитея въ сил В перцендикулирной въ оси вращен!я и 
5Ъ нар, моментъ которой направленъ по А. 

$ 323. Динамическое опредьшеше понят! я «тдавная ось инерщн». 
Есзи пентробфжные моменты 


|... (18) 
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равны нулю, то уравнен1е эллипеоидъ инерщи пранимаеть видъ 
Ах? + Ву’ + С’ — 2 Буг = 

Изъ аналитической геометри извЪфстно, что такой видъ ураввенше 
зланпсоида прикимаетъ, если центрь его принять за начало воорднизть 
и ебли ось х ввята по одной изъ его осей симметрии. 

Чзъ уравненИьжо (415) п (416) видно, что при этомъ, если ось 
есть ось вращевм, то хоменть Н центробЪжвыхь сить равенъ нулю, 
вояфдотНе обращеня вЪ 0 его проекций Л, М, М. 

Это разсуждеше позволяеть дать динамическое опредфдене главной 
оси. Главном осью нверц!н тЪла называется тавая его 
ось, вращен!е около которой даетъ пентробёжныя силы 
или уравнов А шивающ1яся, или приводяш1яея къ одной 
Только сил, ие сопровождаемой парою *). 

Затфиъ видно, что 


при У мг = У тух = 0 об < есть главная ось инерции, 
при У иху = У му 0 ву ›ь » >» ъ (411) 
при Утуг = У изу=0 ва» » > > 


КрохЪ того, видно, почему эти величины называются пентробфжаымя 
моментами вяерши: он дають статичесый моменть М центробфжныхь 
сить, какъ это видно изъ состава формуль (416). 

$ 32%. Услове необходимое и достаточное для того, чтобы центро- 
бажныя сиды взаимно уравновёшивались пря вращеши твердаго тёла 
около ови. Если же мы хотимъ, чтобы, при вращени тЪла оволо оси 
х. центробфжныя силы взаммно ураввовъшизались, то необходимо не 
только чтобы Н==0, но чтобы и В -=0. Нервое изъ этихь усаовй 
удовастворяется, какъ мы только что ввдфли, если ось вращеня есть 
одна изъ главныхь осей ниерци. Второв услове В = 0 удовлетворяется, 
согласно (415) если 


Уму=0; Уиг = 


Чо формулы коордивать центра тяжести 


Уи Уи» 


$ 3 
Уп Ут 
показывають, что тогда центрь тяжести дежить на оси икоовъ, приня- 


той за, ось вращеня. 
Итавъ: Единственное услове необходимое и достаточное для того, 


3 


#1 Кейтнь. Мавага! РЫЦоворьу $ 238. 


т 


чтобы пвитробфжныя силы ири вращения твердато тёла около оси ура- 
вновйшивались, заключается въ томъ, чтобы ось вращен{я была 
одною изъ гтавныхъ центральныхъ осей инерц!и тфла. 
$ 825. Поленов. Въ нЪкоторыхь частныхь случаяхь особенно ясно 
видно происхождеве неуравновфшявающихея центробфжвыхь сиаъ. 

1) Если ось вращения О не проходить чрезь центръ тяжести С, 
то получается цевтробфжная сила какъ бы оть масеы, сосредоточекной 
въ центрё тяжести, какЪъ это видно изъ того, что эта цевтробфжная сила, 
сотлаено (415), равна 


и 


хх) + ($7) +52) = ИХ) + (5) = 
омут 
Уй-=, 
очевидно, равно равстоянйю центра тяжести отъ оси, и полученная ве- 
ЛИчИНА 


Гд% 


омий+р 


составлена по образцу иго? центробфжной силы 
ТОЧБИ 29. 

2) Пкивъ-же, насаженный на, ось криво (фиг. 
157), хотя-бы и тавъ, что его центръ тяжести на- 
ходился на оси звращеня, стремится, вслфястые фиг. 
цектробфжныхь силь, принять положеше периен- 
дикудярное къ оси. Это даеть пару обозваченную на (фиг. 157) стрЁзками. 

Есан пвнвъ насаженъ центрально ин периендикулярао 5ъ оси, 10 
центробфжныя силы уравновфтиваютея. Но въ случаяхъ болфе сложной 
формы твла, тольво н можно руководствоваться общею теоремою $ 324. 

$ 326. Вывфрка оеи. Ести ось вращешя не совпадаеть ни съ одною 
изъ главныхь центральныхь осеё инерщи, то центробфжныя силы не 
уравновфтиваются; получаетея динамическое давлене на подший- 
ники, въ которыхъ валъ вращается, и вехторъ этого давлея врашается 
выбстВ съ твломъ, дёйствуя па подыианики то въ тр то зЪ другую 
сторозу: шины вала «бьють» о подшипники и расшатывають ихъ. Пря 
очень бохьшомъ чисдь оборотовъ валъ при этомъ «гудить», 

Согласно съ $ 325-мь получается весьма важеое правило; для того, 
чтобы валъ не билъ о подшанники, необходимо и доста- 
точно, чтобы ось врашен!я была одною ЕЗЪ ГлАзБЫХЪ 
центральныхт осей янерцуя тфла, состоящаго изъ вата 
и всфхъ тьлъ, вращающихся съ нимт какъ одно плов. 

Еези валь бъеть, то надо вывёрнть ось. Прежле всего надо 
УбЪдатьея въ томъ, гдё находите пентръ тяжести. Для этого валь съ 
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силящими но пемъ шкгвами п колесами ыладутъ шипами на два пара2- 
дельныхь бруска, которые устанавливаются строго горизонтально по ва- 
теряасу. Валъ немного покатится и посяЪ н®сволькихь колебанй оста- 
вовнтся въ такомь положен, согласно $ 306, что его центръ тяжести 
булеть находиться ниже оси. Тогда вало привантить еъ противоположной 
стороны вала, идя боковъ пкивовЪ, болтики дзя подиятя центра тажести 
ва ось зращеня. Или, наобороть, надо что нибудь соилить, для той же 
фан св нижней стороны. Такъ надо поступать до т$хъ порЪ, пока вся- 
кое положее вала на брусьяхь будеть безрааличнымь подожешемь 
равновьия. Если добъечся этого, то значить центрь тяжести находится 
ка оси вращения. 

Если и затЬмъ поставлевный на свое мЬсто вадъ будеть «бить», то 
надо тфми же средствами сдфлать ось врашеня главною осью инерши, ие 
свола съ нея центра тяжести. 

Чфуъ быстрёс вращене, тёмъ важнфе вывфрка оси. Въ паровыхь 
турбинахь, напримфръ, длающихь болфе 25000 оборотовъ въ минуту, пдо- 
хая вывьрка вала можеть повлечь за, собою весьма опасную поломку. 

Втюслфдетви: мы позкакомимся полробяо съ явлешемъ резонанса, е0- 
стоящемь въ сильномъ увеличен и колебан лЪ томъ случай, если пе- 
рюлъ перюдической силы совпадаеть съ перюдожь собственныхь колеба- 
1 тбла. Пока ограничимся лишь зам чащемт, что ненодная вывфрва 
вала ласть особенно сильныя кодебан!я въ случа® резонанса, велфдотве 
котораго для вата съ васажевными на него шкизахи и колесами, су- 
шествують критическ1я скорости, при которыхъ колебащя 0060- 
бенно опаскы. 

$ 397. Ось онмметря одчороднаго тала служить всегда одною наъ 
его тлавныхь центральныхь обей инерщи. Примечъ ось симиетии за 
оеь икеовъ. Тогда въ пентробЪжиыхь можевтахь Ужтухт и Умих для 
одного и того же икса всегда найдутся двф симметричкыя точки съ иро- 
тивоположными игрекани, веяфдств!е чего Утух будеть нулемъ; всегда 
зайлутся также для одного и того-же икса дв сихшетричныя точки съ 


протявопозожными зедами, велфдотые чего Уриех будеть нулемъ. Но 
Утлу = 0; Умаг = 0 


предетавляютъ собою согласно $ 323-му усломе достаточное для того. 
чтобы ось иксовъ была гдавною осью инерн{н. 

Въ $ 93 мы види, что ось симметрии проходить чрезь центръ 
тяжести. 

Сводя эти разсужденя, имфемь теорему: ось симметр!и одно- 
родкагоа тфла есть одна изъ егоглавныхъ центральныхь 
осей ннерц!и. 
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$ 828. Полярный моментъ икершя. Сумма произведенй маесь на 
квадраты ихъ разстояшй оть одной точки (центра) называется по- 
лярнымъ моментомъ инерши. 

$ 829. Моменть инерщи относительно плоскости. Сунма произведенй 
масеъ на ивадраты ихъ разстояй оть нлоскостя называется хомея- 
томъ инерши относительно плоскости. Поэтому. 


Уи — мон. инерщы относительно плоскости (у, =). 


Ути =» » » » {г а. 
Хи? = ь › , 5 (59. 


$ 380. Сумма коментовь инерши 4 + В-- С относительно взакмио 
перпевдикулярныхь осей. Изъ (400) имфехъ: 


АВ С=з Утинуиня)...... (418) 


Согласно съ 5 328 формула (418) показываеть, что: Сумма мо- 
ментовъ инерц!:и отаосительно трехъ взанино перпен- 
дикулярныхь осей равна полярному моменту инерц:и 
относительно точЕн пересфчен1я этихъ осей. 


ГЛАВА И. 
Моменты инерци характерныхъь Фигуръ. 


$ 381. Меженты ннершы поверхностя сферы относительно даметра. 
Если рамусв сферы В, то полярный моментъ ея поверхности отвосительна 
центра равень Ушй?. Отсюда на основан (418): 


А=В 


с=з Мю. ее: 49) 


у 332. Мошенть ннершы пзастиних относжтехьно нерпендикуляра къ 
ея плоскости. Примемъ плоскость пластянди за плоскость (т, 8). Согласво 
съ (400) и зная что 2 = 0, имфемъ: 


А= Уту В-= Уна, О Ут), 


Отсюда: - 
ь СЕАЧВ..........: (40) 
Это равенство (120) показываеть, что: Момеятъ инерц} и пла- 

стинЕн отаосительно оси 2. перпендикулярной въ ея 

илоскости, равенъ суммЪ моментовъ инерн!и относи- 
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тезьно двухъ взаимнонериендикуларныхь осей, дежа- 

щихЪ въ ея плоскости и проходящихъ 

ы чрезъ основан!е перпенхикуляра 2 (фиг. 
158). 

$ 333. Момеяты инершм окружности относительно 

оси и относительно даметра. 1) Моменть инерши 

окружности относительно оси перпендикулярной къ 


Фиг. 158. ея плоскости и проходящей чрезъ ея центръ, оче- 
видио, равенъ: 
Уие=ЮМ .......... (490 


2) Поэтому, и согласно съ (420), моменть инершия окружности отно- 
сительно ея д1аметра равекъ: 


1 № 
ум... . - 682) 


$ 334. Радуеъ инерщи. Радусомъ инерции даннаго тёла отиосительно 
оси 0 называется радуеъ р той окружности, по которой надо располо- 
жить равномрно массу тёла для того, чтобы ея моменть инерши отно- 
снтельно ея оси быль равенъ моменту ннерщи давнаго тьла отяоси- 
тельно оси 0. 

Другими словами: радусомъ инерши называется р опрелфяяемое изъ 


уравнены МР Ут -1........ 423) 
Отсюда ихфемъ 


‚= т. еее + (494) 


Не надо его суфтивать съ рашусомъ векторомъ 
УЕ 


. Ух 
эдаилооида иверши. 

Рамусъ иверши называють иногда гирац!оннымь радуусомъ. а 
также плечомъ инерц{и. 

8 335. Моменть инерщы эдлиитической пластинки относительно оси 
перпенцивулярной къ вл плоскоетн и проходящей черезъ ен цектръ. 
Въ $ 236-мЪ мы видфля, что для эллиптической иластинки, ограниченной 
Эллицсомъ 


. > 
зоменть янерщи относательно полуоси а равевт, 5 › Момевть же ннер- 
: 2", 
ща относительно оси Б равсяь 8 ;. Соглаено (420) получимь отоюда, 
что момеать внерми такой пластинки относительно оси 2 равенъ: 


= ев и... - 4%) 


$ 386. Моменть инерщи трехоснаго зялипеонда относительно его 
осей симиетр. Положиыъ, что эллипеоидь (фиг. 159) опредёляется 
уравнешемъ 


Раземотримъ слой РМО параллельный плоскости (уг) (изображена 
его четверть). Площадь его равна *. РМ. №. Но РМ воть значеше 
ординаты 2, привимаемое ею при у= 0; тогда какъ ФМ№ есть значеше 
ординаты у,. принимаемов вю при 2=0. Слёдовательно, согласно 
съ (497): 


ен=ут— в. . - (429) 


Поэтому площадь слоя равна: 


И =. 


Слфдовательно, согласко 5$ 332 и 335; 
+4 


д ий о» 


Е “, 
_4 в) 4кабс 
з табе 5 8. Но м = З $. 
Слздовательно: 
А= ии ние (430) 


Точно также получили бы 


в +, с 


М (2-8) 
5 . 


$ 337. Формулы номежтовъ инерши, особено часто зстрёчающися 
въ практик. 1) Для площади прямоугольника, имфющаго стороны 2а 
# 25, моменть ннерши относительно оси симметрии паралаечьной сто- 
роз а равенъ 


Н. В. Дехоже.—Курсь тежжичеекой меджники. 5 
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Моменть иверщи той же пластинки относительно периендикулярной 
ЕЪ НЕЙ оси симметрии, согласно (420) равенъ: 


М (2-7) 
=. 
2} Моменть ннерщи эллиптической пластивки относительно оси 2а 
равенъ: т] 
р иене .... (433) 


Моменть инерци той же пластинки относительно перпендикулярной 
къ ней оси симметр, согласно (420) равенъ: 
М (52+ 2?) 


+ деле енен т . (488) 


3) Моженть инерщи эллипсоида отвосительно оси 2а равенъ: 


ы 
НР Й........... 439 

СяБдовательно моменть инерци объема сферы равент: 
м а... 85) 


4) Моменть инерши паралнелепипеда относятельно оси симметрии 
паралдельно ребру За равенъ: 


(аа 
#9. .......... 80 
3 
Для запоминаня этихь формужь заифтимь, что общий видъ ихъ 
таковъ: + мы 
3 иля 4 или 5 Х Зин 4 наи 5 


при чемъ въ знаменатель стоять: 

3 дяя фигуръ прамоугольныхь, 

4» >  одлиитическихь, 

5» >  оллипеондальныхь. 

$ 338. Моменть инерщи объема ирянаго пруглаго цилиндра около 

его осн. Пусть: Е ражусъ цилиндра, Н высота. Примемъ за элемевть 
объема безконечо малую призму, ребра которой параллельны оси 2 ци- 
линдра, основан! же ограничено: 1) двумя дугамя окружностей описан- 
вЫХЬ ИЗЪ Бакой нибудь точки оси цилиндра радусами гиг + 4х 
2) двумя радусаыи составляющими уготь 49. Объенъ такой элементарной 
призмы будеть 7464». @г. 


Ея моменть инерщи относятельно оси цилиндра будеть 
$7340 ага. 
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Моменть инерщи объема веего цилиндра относительно его оси 


будеть: 
в=Н 9=2 +=И 2: В Е 
1= виз 46 ага = в ав = к НВ [9 —= 
АХ 
_ 2=НЗВе _ «ВН 
= у. 
во И=а®НЬ. 
Сл»довательно: и 
ТЕ. .......... (4з1) 
3 339. Примбры. 


1) Момевтъ инерц1и 7 (относительно основан! я) тре. 
угольника, основав котораго ©, высота Я. 
Согласно (286) и замфчая, что чуть 1 = 0; 3 =, имфены: 
5. ав №. а 
ТЕ = уни + (435) 
2) Моменть икерц!я Г парвллелограмма относи- 
тельно его основан] я. Пусть а основаше, А высота. Разбивъ па- 
ралледограхмъ на Я треугольника Магональю и согласно (286) имфемъ: 
ай. №? ай айя ме 
8 о 
ео 69 == 
3) Моменть инерц{н Г площади круга относительно 
д!аметра. Пожагая въ (432) Б = а == В получинъ: 


= + = =... - (439) 


4) Моментъ инерц!и Г площади круга относительно 
перпендикулярной къ нему оси сииметр!и. По (420) 
и (439) имфемъ: 


5) Моментъ ннерд!я Г боковой поверхности прямого 
круглаго цилиндра относительно его оси. Прииемъ ось Ци- 
аинлра за ось 2. Моменть иверщи, отноентельно оси 2, какой либо 
окружности поперечнаго сфчеща, согласно (421} равень 2=Ё. Е 8. 
Момекть инерщи пояса, нифющаго высоту 4х, равенъ 9= Вах. В?5. 
Слфдовательно: 


1=8 [2 Вах — 2 ВН = 9828 = МВ... . (441) 


$ 


5) Моментъ инерцЕи Г поверхности прямого круглаго 
цилиндра относитежьно оси 2 симметр!# периендиху- 
зарной къ его оси. Примень ось цилиндра за ось х. Моневть 

6* 


ща — 


жнерши окружности поперечнаго сфченя относительно ея даметра, со- 
тласно (422) равенъ 


2к В. В 
——а. 
2 
Моменть инерши лояса, имфющаго высоту @х, относительно его да- 
метра равекъ . з 
На: = вме. 
Моменть инерШи тото же самато пояса относительно осн 2 согласно 
(408) равенъ я Вар + 2=В4%.. я”. 
Сльдовательно: 
Е я 
+: += 
з 
1 ‚ель + в [эн — клане 
1 8 
= —т 


:] ы 
Е 5(1 + :=м( т). 9) 
7) Моментъ инерции Г объема прямого круглаго ци- 
линдра относительно оби 2 симметр:и периендикуля р- 
ной въ его оси. Моменть инерши слоя иаходящаговя на, разстоян!и 27 
оть начала координатъ относительно его даметра, при тозщикВ соя 4х, 
согласно (439) равевъ 


ар. В, 
4—4 
Момевть ннерши того же слоя относительно оси 2, согласно {408} равенъ 
я В 
РЕ На. кре. 
Сяфховательно: я в 
- -: 
ыы = 88. ие — 
Я # 
-1 —з 
(он 
- 
== 8 (#+ 3) +7818 (= — 5)- 
_ я Ваз , 
=— Н-+* 28 78. 
в В 
7=м(4+ъ). иене. (43) 


$ 340. Можоить чнершя 7 любой поверхиести вращешя отвоен- 
тельно ея оси. Иримемъ ось поверхности за ось х и положЕмъ, что 
уравиешщю мерищана кмБеть выдъ: = = (4). Боковая понерхность нояса» 
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образованная вращевемъ элемента 45 меридана равна 2т 29. Моменть 
инерщи этого пояса равевъ 


Зтаф . 218 — 252345 . 8. 
Известно, что: 


в ЧЕ 4 == И (=) . &. 


2т 2343 в = 28 Г 2 И: + (= . 414) 


Прим ръ. Моментъ инерц1и 7 боковой поверхностя 
прямого вруглаго конуса относительно его оси, Высота Я, 
радусъ основавя В. Уравнеше меридана 


Сэфдовательно: 


9. 


Отсюда 


Сотлаево (444} имБемъ: 
* 


^ 
В | из дв а у 
1=за [= 14 бы УВЕ || 
$ 8 


< Ш ВВ, _ М . ; 

у 58 УИ 53 9}. (445) 

$ 341. Момекть инерщи 7 объема любого тыла вращешя относи- 

тельно его оси. Примемъ за ось вращеня 0сь 2. Пусть 2 ==/ (=) ееть 

уравневе меришана. Объемъ эщементарнаго слоя = хе?ах. Моменть 
лнерщи такого слоя, согхасно (440) равенъ 


ки. ка 


= 


Г 2 = Й ира. 


Прямфръ. Моженть инерц!и объема прямого Бруг- 
лаго конуса относительно его оси. 


Сяфдовательно: 9= 


В Е 
#= 2} — р 4 


` 


< 
/=% 


Но 


Слвдовательно: 


$ 34. Табжица вотрёчавщихоя зыше моментов инерщи. 


Около чего, Моненть инерща. 


Прямоугольнииъ; основать а, вы- основан! я 4 


сота 


оси симметр1и параллель- 
ной а 


Треугольникъ; разстояв!е отъ вер- 


оси, проходящей чрезъ 
шин $7 


третью вершину 


чит 


й 
тоне; основан!ю @, нысота № а 


Параливлограиъ; основане а, вы- Мы _ ат 


Фот, й . 3-3 8 


Круглая пласотинна; рашуеъ В д1аметра ие = = 8 
перпендикулярной иъ ней ие тм, 
оси симиетри 2-8 


демотрь м =лВб 


Окружность; рыщуоъ В 
р 


тоже перпендикулярной къ иней МВ = 2щ 86 


оси слыметря 
Бововвя поверхность прямого ови 
вругдаго дилиндра 


МЕ? = 2 ВН 


28 


в. Н 
тожа оси симметр!н перпендик. ео: а внз ее: 
къ оси цилиндр. м(. а + =) 2 5 +1а 
В 
Объемъ прямого вруглаго ци- оси Мета, п еН8 Е 
линдра 2 Р] 
я он 
тоне оси симметрён порпендин. и(. п. 1) НЗ Е. Е 
къ оси цилиндр, 4 12 4 718 
ы 2+ НА Ея 
Фоковвя поверхн. прям. хруги, оси | ву +В 5 
копуса 
Объемъ прим. кругл. конуса оси МЕ тн. «№ЮН 8? 
т = 8 Е 10 
п. {амотрь 28? _ В" В, 21а 
оверхпость шара даметр: вы, р ат 8 ы 
Объемъ шара д1аметре м ВТ, 4 и 2 
вв 3785 5 
ы 
Эллинтическая пластияка. 28 м = хай 8 ав т 
тоже, оси симметрии перпендик. абв 
къ пластины® 
Объем залипсояда 24 Мо)  4тае {+ =) 4" 46; па 
5 > 15 3 5 
Объемь  иприного параллелепи- | оси синмелри переллель- М 9) _ ва (ие) вас ее 
=” з 


педа За, 26, 2е ной За з 
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ОТДВЛЪ Х1. 


Вращее абволютно твердаго тЁла около неподвиж- 
ной оеи- 


$ 323. Характеръ хвижешя. Если двф точки 4 и В абоолютко твер- 
даго тёаа М неподвижны, то и всё точкя, лежашёя на прямой АВ, не- 
подвижны. Если свобода тёла М не стфенена ниБаЕвиъ другамь усло- 
вемт, то оно можеть или вращаться около прямой АВ или колебаться 
около ноя, или оставаться въ поков, Неподвижная прямая АВ назы- 
вается, при такихъ условяхь, осью вращеня тёла М. Если то М 
вращается окохо оси АВ, то каждая точка в тфла, не лежащая ва 
ови АВ, описываеть окружность въ плоскости перпендикулярной къ оси. 
Радусь такой окружности равенъ перпендикуляру, опущенному изъ т 
на АВ. Бъ течени времени # ралусы вобхъ точекь т тфла поверты- 
ваются на одинъ я тоть же уголь ф, называемый угломъ поворота, 


Первая производная ЧР оть угла поворота по времени называется 


угловою или вращательною скоростью и обозначается бук- 
вю ® тавъ, что: 


ее еныя - (49) 
аналогично съ 
Если угловая скорость постовнна. то 
ый. еее (450) 
аналогично съ 
г=#н 


и вращене называется равномёрнымъ. 

Итавъ: въ общемъ случаВ угловая скорость ® есть предль отно- 
шеня приращешя угла поворота въ пряращеню времени; при равно- 
мфрномъ же вращени ‹ есть угодъ поворота вЪ единицу времени. 

Угловымъ ускоренемъ называется 


[ а 5 
=. - ее - 480) 
аналогично съ Ф —_ 4 
и м’ 
Въ (361) мы видан, что 
р: = № аналогично съ Ш -х.... (361) 


а Р 
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Уравненс (361) есть общее дифференц!{альное уравнен!е 
вращенгя окодо оси. 

$ Вращене разномфрно ускорениое. Поли статичегый моменть № 
есть величина постоявная, то согласно съ (361): 


4 ах 
ат аналогично съ тг 9. . (452) 
Ивтегрируя, получимъ: 
4 _› - 
в=Н +. уз # (953) 
ТД % есть ‘постоянное интегращи, или, согласно (449): 
в = # + ®5; аналогично съ =... . (454) 


Ивтегрируя (453} (если при # = 0 пмфемъ ф == 0), получимъ: 


—_ в 
== 


:] 
— ®55 аналогично съ д == Е 4... (455) 


Задача. Дди опредёлешя момента инерщи Ч, относительно оси, ма- 
ховиЕа, рещусь вотораго В метр., обматывають оболъ маховива верев- 
коЮ, БЪ которой привязанъ грузъ и, кг. и замфчаютъ время { севундъ, 
вЪ течен!е которато грузъ т, спускается съ высоты Н. Для ноключетя 
тревн эъ подптирниёахь повторяютъ этоть опыть съ другимъ грузомъ 
т, кги. и замЪчають время {, въ течевые котораго онъ опускается съ 
той ве вфеоты Н. Примемъ обозначение: 

Л ускореще груза т;; 

Л » > т; 

: линейная скорость обода. 

Трузъ м, опускается, очевидно, съ линейною скоростью г обода. Но 


ОЕ =. 


Слёдовательно: 


. а 
л=Е 2. 


Согласно съ (361): 
. Е статиз. мом. 
ЕЕ. 
Статичесь!й моменть откосительно оси маховика слагается изъ ста- 
тичесвихь моментовъ са$дующихь силь: 
силы иверши — я}, 
зфеа груза мия 
тремя Р въ подшиннияф, радусь дотораго г. 


Итавъ: 


Отсюда Л опредфляется, какъ яёкоторая постоянная величина, Слфлова- 
тельно грузъ т, движется равномврно ускоренно. Поэтому по формул 


ЛА" 
Н=" 


ножно составить уравнен!е: 


в" 9 —трв— № _ ан 
(=. 
Для груза м, составляется, тавимъ же способомъ, уразнеше: 
в ИВ тди —Е 2 

{ у 1,7 * 


Вычитая это уравнене изъ предыдущаго, имфемъ: 


$ 345. ФизичесьШ иаятЕшкЪ. Математичесь!И маятникъ, описанный 
въ 5 161 есть ивато несумествующее, потому что нёть ни невёсомой нити» 
ни тажелой точки. Существуеть маятникъ фязичесый. Физическлыъ 
изятникомыъ называется всякое твердое тёло, способное 
колебаться, нодъ ви ян:емъ силы тяжести, около гори- 
зонтальной оси, 

Торизонтальная ось, около которой можеть колебаться физачесый 
мазтневъ, называется осью по, двфса. 

Плоскость, проходящзя чрезъ цевтръ тажести физическаго ивятяйка 
и перпендякулярная вт оси подвфса, называется плоскостью качан!я. 

Точка пересфченя плоскости качан съ осью подвфея называется 
цектромъ полвфса. 

Прямув, соединяющую центръ подвфеа съ цевтромъ тяжести, буден 
называть прямою качаня. 

Вь устойчивомъ положеши равновёсЁя маятника его пентръ тажести 
вахолится подъ центрожь подаёса на одной съ нимъ вертикали. 

Маятиикъ откзоняють отъ этого положеня на м№который уголь а, на- 
зываемый начальнымъ отклоненечь и предоставляють его затЬыъ 
дБйствию тяжести. Для изсаёдовавя его дваженя причемъ сафлующия 
обозначения; 

О точка подвфса, 

С центръ тажести, 
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а = 00 разстояще оть центра подвфса до центра тажести, 

3 маса всего маятника, 

7 моменть инерши маятннка относительно оси подвёеа, 

3% хоменть инерШи маятеика относительно оси, проходящей чрезъ 

центръ тяжести и параллельной оси подвфеса, 

6 перемфнаый уголф, сосганяяемый прямого качая еъ вертихалью. 

Единственная внышяяя сила, дйствующая на маятниеъ, это его вфсЪ 
М9 приложеаный къ центру тяжести С и направленный вназъ верти- 
кально. 

Статичесый моменть атой силы относительно оси подвфеа стремится 
уменьшить уголь ф. Поэтому мы его дозжвы считать отрицательнымъ. 
Плечо его, какъ не трудно сообразять, равно а 56; самъ же оъ ра- 
венъ — №9 за 0. Поэтому уравнеше (361) даетъ: 


9:6 
а —1 тб 5 
а = Ла зт0........ (456) 
Полъзуяеь формузою 
в — @ 0086 
= М 
и помножая и ДЪхая (456) на 41, получимъ: 
(=) 
@) _ №0 4 (056) .@ _ №98 , 9..1 
а т вн 1199 


Помноживъ об части этого равенства на 24 м, получимъ: 


48 в) аи 
ил |“ =— & 2080. 


Нитегрируя, получимъ: 
^^ 6006 ....... (457) 


тд» С постоянное интегращи. Написавъ уравнене (457) для начальнаго 


отклоненя, имфемъ: 


ЗМ да . 
ОЕ" ва +0 


Вычтя ночленно это уравневе изъ (457) позучихь: 
з [ 
(%) — О ана сб, (..... 688) 
Это и есть дифференщальное травнене движеня физичесваго чзятнива. 
$ 846. Сравнене движены маятниховъ иетематическаго я физыче- 
скаго. Для сразнешя зтяхь движев! выведемь дефферениальное урав- 
нен!е движешя математичесваго маятника (фвг. 160) 


Е 


Возьмемъ ось 2 шо вертикали внизъ. Пусть: 
1 длина математическаго маятника, 
= координата точки % пря 6 = <, 
= перемфнкая координата точки 2, 
з длина дуги, соотейтствующей углу (а — $). 
Силовая функщя будеть въ данномъ 
слуза$ О— муе. Законъ живой силы 


ря даетъ: , 
9 п. ще + @ 
| о == тво + @ 
д 
Фит. 160. " =ту@е— в). . (459) 
Но 
5=1а—% 
6, 
РЕ 
2 =1 058 
20 = $ 005 а. 


Поэтому (459) приводится къ виду: 
т [498 _ 
ее (=) = ту (сз 8 — обя а) 


ИЛИ 
| и... 69) 


Таково дифференщальное уравневе движеня математическаго маят- 
нива. Сравнимь его съ (458). Если перюды маятинка физическаго н во- 
ображаемаго математячесваго одинаковы или, кавъ говорять, если мате- 
матичесый мэятникъ изохроненъ съ давнымъ физичесвимъ, 170 изъ 
(453) и (460) выводимъ: 


20а _ 29 
т. 
Отсюда 
СЯ 
= ть. (461) 


Это значить: физическ!й хаятникъ колеблется съ ТЕМЪ 
самымь пер!одомъ, кзкъ мхатематичесь:й ныфющ{ Я 


ДаНИУ у" 
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$ 347. Перюдъ колебаня физическаго маятника. Согласно съ (128) 
математичесяй маятникъ кодеблется съ иеродомъ 


Т 
Те. 
зу’ {128} 


Подстазивъ сюда выБото { его величину изъ (461), модучимъ лая 
перюда колебашя физическато маятника 


Га 
1] мау. ет - (463) 


$ 348. Опредфлеше величикы земного ускорена. Для опредёленя 9 
ЭЪ какой-либо .точьВ поверхности земного шара производать наблюдевя 
надъ такимъ физическимь маяткикомь, для котораго дегво было бы вы- 
числять 3. Если въ течени { севундъ, отечатываелыхь по хронохетру, 
мазтникь совершаеть и колебанй, то, согласно съ (462) 


ИХ 
= Их ке. - (468) 
Отеюда: 
4? дн? 
=. .. (464) 


$ 349. Опредёлеще момента ижершя эксперннентальнымь путеиъ. 
Наобороть, уравнене (463) позволяеть опредфлить помошью опыта мо- 
менть инерщи $7 даннаго тёла около данной оси О. Дая этого подв%- 
шивають тьло за какую-нибудь ось подзфса 0’, не проходящую чрезъ 
цевтрь тяжести и параллельную ося 0. Набиюдають время # въ теченя 
котораго тЬло совершаеть и кодебанНй, опредёляють по (464): 


у еее (465) 


Переходять по формул (408) отъ 7, въ 7, и затёмъ, по той же 
формул отъ Я, къ 9. При этомъ надо поминть, что въ (465) и (403) 
буквы а инфють разное значеше. Колебашями вадо пожъзоваться ма- 
льии, потому что формулы (128) и (462) тодитен только для малыхь 
козебанй (лля малыхь @). 

$ 350. Щентрь качаыя. Центромъ качания вазывается 
точка О’лежащая на прямой подвёса въ разстоянуи 00’ 
отъ центра поднф са, равномъ длин $ Г изохроннаго мате- 
матическаго маятника, по другую сторону центра тя- 


жести. Тавъ что: 
СЯ 


=... 


00' = не. - 665) 


Докажемъ замфчательное свойство центра качая: 


— 94 — 


Обозкачивь буквою  разетоян!е СО’ оть центра тяжести до центра 
кочашя нифемъ, согласно съ (408) и (461): 
2. Ме _ 


Ма = 4+“: (... 467) 


гд% Л. есть моменть инерщи около осн параллельной оси подвфса и про- 
ходящей чрезъ центръ тажести. Изъ (467) ямфемъ: 


=а-ё = 


о ен . (468) 
а изъ (468) имфемъ 
ден ени и . (469) 


Пусть ? веть ддина математическаго маятнака изохроннаго съ тЬиъ, 
который получается при подвЪоВ за ось 0’. Тогда по (408), (461), (469} 
и (467) имфемъ: 


, ий _ 3 
т м м мь ф=ачь=1 
Итакъ 
т =1. 


СлЪдовательно, пер: оды колебан1# маятника одинаковы, 
подвфеить-ли его за ось подвфеа проходнщую чрезъь 
данный центр подвёеа О, или за ось параллельную ей 
и проходащую чрезъ соотвётственный центръ кача- 
н1я 0’, потому что 


при 


$ 351. Геометрическое ибсто взаимно параллельныхь осей подв%еа, 
соотв тетвующихь равиымъ перодамь. Соглзено (128) перюды матема- 
тичесвихь маятииковъь прамо пропорщональны Евадратнымъ корнямъ изъ 
яхь ддинъ. Значить при равныхь { получаются равные Т. 

Поэтому изъ (162) саздуеть, что равные 7, получаются при раз- 
выхь а. 

Сафдовательно прямой круглый цилиидръ, описанный около оби, про- 
холищей чрезъ центръ тяжести, какимъ-нибудь радусомъ а есть геомет- 
рическое м%сто осей подвъса, соотвётетвующихь колебашямт, одинаковаго 
пер!ода. По свойству центра качая, и согласно съ (468), съ такичь же 
перюдомъ будуть происходить колебатя даннаго тёла ий около образую- 
ияхьъ цалиндра, описаннаго около той же оси ражусомь 
2% 


&— а. 


— % — 


Итавъ: геометричесвимт м%Ъетоыъ осей подвеса, взз- 
иино-параллельныхъ и соотв тствующихъ колебан!ямъ 
тёла съ оДдинзковыми пер! одани, Служить совоБупность 
двухь вонцентричесгихь цилиндрозъ опясаниыхь 
оводо осн, проходящей чрезъ центръ тажести тфла. 

$ 358. Оси подвфеа, дающёя нанменьше пероды. Напишемъ (467) 
вЪ ВДВ 


7 ан. 

Наименьийе пертоды соотвфтетвують наименьшимъ ?. Для нахожден/я 

осей подвфса, соотвфуствующихь наименьшимь перюданъ, надо, сифдо- 

вательно, найти изъ (471) минимумъ для {, разсматриваемаго какъ функ- 

да оть а. Это дфазется, кавъ извфетно, приравнивашемъ первой про- 
наводной нудю. Изъ (471) нифенъ; 

@ $ 


— у +1= 


44 = Ма? 


Отсюда _ 
_ т 
а Мо: 979) 
Но, согласно съ $ 834 величина у есть рамуеъ инердш ро. 


Поэтому изъ (472) инфемъ 


гдЬ а есть а, соотвЪтетвующее наименьшему { я нанменышему 7. 

Итакы Дакное тёло производить взибодье частыя 
колебан! я около тёхЪ взаимно параллельныхъ осей, во- 
торыя суть образующ1я прямого круглаго пиливдра, 
опнсаннато около оси С, проходящей чрезъ центре тя- 
жести рад! усохъ ро инерц! и, соотяфтственнымт оси С. 

Задача. Найти геометрическое м%ето осей подвфса пернендикуляр- 
ныгь къ прямоугольной пластинкф, около которыхъ эта пластинка совер- 
шала бы каиболЬе частыя волебаня. 

Моменты инерщыи 57, и -7, около осей симметри, лежащих въ изос- 
Бости пластинки и паралледьныхь ея сторонамъ, равны: 


Сафловаледьно, по (420); 
9% 


и. + 13) 


— 96 


Для построевн ро замётичь, что № = половни$ дагонали иза- 
стинки (фиг. 161). Соглаене (473) р, есть ражусь 
круга, описаннаго 05040 равкосторонняго треуголь- 
ника, построеннаго на половин лгагонали. Искомое 
геометрическое м%сто есть поверхность круглаго 
прямого цилиндра, отисаннаго около оси симиетри 
перпендикулярной къ пластинкВ и проходящей чрезъ 
ея центръ. Онъ пересфкаеть пластинку по окруж- 
ности, проведенной на (фиг. 161). 

Фие. 161. ЗамЪчан:е. ЗдЬсь особенно ярко выступаеть 
разница между маятникомъ математическимь и маят- 
викомъ фезическямь. Въ математическомъ маятниЕь, чёмъ меньше 1, 
тфнь меньше 7. Въ физическонъ мзятнив$ съ приближещемъ оси подвеса 
въ центру тажеети скачала перюдъ 7, уменьшается. Наиболфе быетрыя 
кодебан!я получаются, когда ось подвфса подойдеть въ пентру тяжестн на 
разстояе (о. При дальнфйшемь приближени оси подвфса къ С перюдъ 
колебан! быстро увеличивается. Воть почену колебаня химическихь вф- 
возъ очень медденны, несмотря на близость оси подвзса къ центру тяжести, 
$353. Башлистичесвй маатникъ. Базлистичесый маятникъ Робинса 
устраивается слфдующимъ образомъ. Къ тодетому деревянному брусу, под- 
зБненному на горизонтальной оси, прикрёпляется горизонтально пушка 
въ плоскости качаня. При выстрЪ маятиикъ отклояяется отъ своего 
подожешя равновфея волфдетве реакции. По величин этого отьдонея 
можно, какь мы сейчасъ увидим, судить о начальной скорости ядра. 
Утодъ, ва который отклоняется маятникъ выстрёяомъ, изифряется дли- 
ною шнура, заврёляеннаго на маятникЁ и сматываемаго съ ролика 
откноненешь маятника. Пусть; 
а разстояне центра тяжести маятника (съ пушкою} оть центра 
подвёеа, 
р— разстояще осн пушки оть центра подвЁса, 
®— разстоане точки прикрфилевя шнура оть оси подвфса, 
т— масса ядра, 
М — масса маятника съ нушкою, 
и 
“=, 
в 
$5 — хорда, изыфряемая шнуркомъ, 
2— рамусь инерша маятника съ пушкою окодо оси подвеса, 
*— искомая вачальная скороеть ядра. 
Взрывъ заряда производвть равные и противуположные импульсы ва 


ядро н на пушеу, изыБряемые количествомь движеня эяе. 
.. #2 ; 
Замвнивъ въ (361) ускореве за изифнешемъ угловой скорости 


® —®, 


— 9 


получим: . 
в’ моменть удара относят. оби вращенй (:., 
моментъ инерщи 
Въ настоящемъ случа эта формула приметь видъ: 
Щ®.р - 
НР ее. (475) 
ДальнфНшее движене, согласко (456), опредвлитса уравнешемъ: 
р _ дат 
ви еее. (476) 
Интегрируя, получим: 
ар\? 29а 
(“)- = 6+6. ........ (ат 
При 
р Ф— 
имфемъ А 
& ° 
При фа 
имфемъ 4 _ о 
#= 
Поэтому: (477) даеты: 
ри — 20а (1 — 6084)... ..... {4т8) 
'Исваючивъ изъ (475) и (478), позучииъ: 
а 
Е = 28 (5 а. 
о 28 (2 ) У 
Но а 
ЗАзтъ (5 =. 
Слфдовательно: 
— бух 
"= зы И 99 еее (479) 


"Для опредёлевя р производемь отдфльный опыть: набаюдаемь пс- 
родъ Т казавш мзятника съ пушкою послф откловеня на иалый угозъ. 
Позожныъ, что въ течеши { секундь мазтвикъ дфшаеть з полукодебанй 
{я разъ проходить чрезъ подожене равновьея). По (462): 


Ее И. 
* в 


В. В, Делоне. —Ктрсь техрической мехалики. 


я 


Отсюда 


Ветавивъ въ (479) получимъ: 


ОТДЪЛЪ ХИ. 


Уравнешя Лагранжа. 
Уравнен1я Лагранжа въ 1-ой хормЪ. 


$ 354. Предварительныя замёчавя. Общее уравиене (333) механики 
еще не даеть рышеня частныхь задачъ. Изъ него мы вывели прин- 
ципы: центра тяжести, пломздей и живой силы. Изъ него же можно 
вывести систену общихь уравненй, прогодную для рёшешя частныхь 
задаяъ. Это было сдёлано Лагранжемъ. 

Положныь, что система имфеть ® точекъ и что между Зя координа- 
таии отихь точекъ существуеть # уравнений связей слфдующаго вида: 


Л Фу т, Ув... 


а, арт, аш...) = | * (#81) 


Въ каждое изъ этихъ уравнеый могуть входить координаты и не вебхь 
точекъ. Разлатая функШи, стояпия въ лАвыхь частяхь этихь уравнен!, 
зъ радъ Тэйлора и ограничиваясь первыми членами, получимъ: 


а + а, + Ед... =0 


93. 
ау. ор ар у. -- 882) 
С вк а, = 
дк. 8, + о В: он а бт, с 


$ 855. Вызодь уравнений Лаграяжа въ 1-ой фориф. Помножнмъ 1-06 
изь уравнений {1832} на неопредленный множитель т, 2-06 на 1,... 
и сложимь ихь съ общимь уравненщемъ (333) 


а Е 
(х. =, рае, + (>. ". а}. (2, =, + 


*(>.- =, аа, . зн х . (483) 


Позучимъ 
иены + |. 
+[х, — + № 
+... [.- ен № ...=6.. (484) 


Воспользуемся свободою выбора множителей т такъ, чтобы коэффи- 
щенты пря & вехичинахь 5, бу... . 62... .были нузяни. Тогда 
остальныя 3» — В величинъ 82,. . .8,. .. будуть совершенно 
проиавотьны, ибо стфоняющихь условй (481) было только Ё. Поэтому 
коэффищенты при этихъ 3* —  величикахь должны быть нулями: иначе 
вышла-бы недьпость, состоящая въ томъ, что 34 —# незазисиныя 
величины были-бы связаны зависимостью (484). Итакъ, всв 3. 
хоэффищентовъ при &7,, 6у,. . . должвы быть, по той иля другой при- 
чин в, нулями —одни потому, что им приравниваемъ яхъ нужю, вы- 
боромь 1, друме по независямости остальныхь 0. Получаенъ Зи уравнен1й: 


(6. - (485) 


Да еще имфется & уравнемй (481). Итакъ, веето имфется теперь 
Зв + # уравненй, то есть достаточное число уравненй для опредёленя 
3п 4-Е неизвфетныхь, а именно 3» коордниать и Ё мвожнтедей 1. 
Остается только интегрировать уравнеше (485). 

Совокупность уравненш (485) и (481) называется общими уравне- 
ями механики въ 1-Й Лэгранжевой форчЪ. Имя дается уве общ методъ 
рёшеня механическихь задачъ. Или, лучше сказать, веб мехеничесыя 
задачи съ конечнымь числомъ малерьяльныхь точекъ приводятся къ 
интегрирован уравнен! вида (485). 

Приыфръ. ОпредЪшить движен!е системы, состоящей изъ двухъ тя- 
желыгь точевъ, сумиа разстояюй которыхь оть начала коорданать не 
ыфняется (точви связаны, напримфръ, нитью перекинутою чрозъ безко- 
нечно малый блоБЪ). 

'Уравнев!я Лагранжа въ 1-0 формВ состоять изъ уравнешя связи: 


УЕ УЗЫ . 489) 
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в изъ уравненй вида (485): 


Изъ отяхь уравненй ичфемъ: 


ау 2% 
Верь че 9 
@ т, 
=: Се ав =9. 


Интегрируя эти два уравнен1я и полагая, что начальныя скорости 
равны нулю, имфемъ: 


ий щ —° 
ах. ах. 
2 — а = 6. 


(се - (488) 


Если плоскость (1:2) проведена чрезъ начальныя положеня точеяъ, 

то изъ (458) сялуеть, что онф все время остаются въ этой плосвости. 
'Положимь, что визчаль обЬ матерьяльныя точки находились на оси #. 
Изь (488} звключземъ, что 0иф ие мохинуть этой оси. Изъ (187} имфемъ 
далфе: а 
”, ( я) +т=о. а : (489) 


” ( а) +150. не, + (490) 


Изъ (486) сябдуетъ: 


АНТ, ен. . 49) 
Повтому: 

а а, _ 

ан Нав =0. 1... - (492) 


Ивъ (489), (490) и (492) иыфемь: 


48 
(тнт) = и, —т) 9... ... (498) 


Интегрируя (493) получимъ: 
би, ть) 9 
2, 2+ (ии) ое. (494) 
Изь (494) и (491) инфемъ: 
= (у — (и — те 


ини) а ° 
Уравненя (494} в (495) рышають задачу. 


ТЛАВА ПШ, 
Уравнея Лагранжа во 2-ой ФормЪ. 


$ 356. Общее заифчане. Уравненя Лагранжа въ 1-ой форм при- 
ложимы ко веякой систем®, содержащей конечное число точевъ. 

Но какъ быть еъ системами сплошными, хотя бы съ двяженемь 
твердаго тЬза, если эти системы содержать безконечно большое чиело 
точекъ? Лагранжь дажъ обийй методъь ршен!я и тэкихь задать. Этоть 
нанболфе плодовитый методъ приводатъ къ уравнешячь Лагранжа 30 
2-ой формВ. Но прежде разсмотримь обния соображещя, приводяния въ 
этимь уравненямъ. Этн соображеня представляють собою самое важное, 
что надо усвонть ддя пониманя механики систены — самзя суть 
дЪ ла. 

$ 357. Параметры системы ихи обобщенные поордячаты, Урззнаяя 
Лагранжа въ 1-ой форм служать завершенемъ такого плана мехаччки, 
который можеть быть выражень сзбдующемъ образомъ: изучимъ сначала 
движеше одной точки, а затфиъ изучинь и двнжеше ицфлой системы, 
разсматривая её кажъ собрав матерьяльныхь точекъ. Выполнев!е та- 
кого плана встрфчаеть, однако, непреодолимое затруднене при переходв 
къ изучению лвиженя спхотныхь тёлъ. Для нэстфдованя движен1я твердаго 
тьла, наприифръ, пришлось бы его разематривать какъ совокупность безко- 
нечнаго числа точекъ, сзфдовало-бы составить безконечно большое число 
уравненй Лагранжа въ 1-08 форыЪ, а это невозможно. 
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Зналить, надо измфвить ипланъ изолфдованмя. Но какъ? Первымъ 
указащемъ на то, какъ это сдфлать, можеть саужить изученное нами 
врашене твердаго тЬла около неподвижной оси. Въ теор вращешя, ве 
вдаваясь въ глубину вопрова, мы не только не нуждались въ безконечис 
бодьшонъ чисел координать точекъ тфла, но изучали вращев!е тВла каБЪ 
изифие одного лишь угла ф. Такое удивительное упрощеве оказалось 
зозможнымъ потому, что положене абсошютно твердаго тёла, способнаго 
вралиаться около оси, вполв$ опредфляется одвимъ угломъ ф. Воть тлЪ, 
саЪдовательно, ключь къ установлению пфлесообразнато метода: надо 
прежде всего изучить сколькиии перемфиянымн опредфаяется по- 
ложен:е данной системы. 

Перехфиныя, опредёзяющя положене данной системы, называются 
параметрами системы, ебля ихъ ровно столько, сколько необхо- 
димо для опредфленя положешя системы. Такъ иапримръ: 

Положене тфяа, способнато зипв, вращаться около оси, опредфляется 
однимъ параметроиъ-углозъ поворота $. 

Позожене тфла, спогобнаго не только вращалься около оси но м 
скользить вдоль нея (муфта на осн), опредфляется двумя параметрами: 
угломъ поворота ф и разстояюемь оть кавой нибудь точки, лежащей на 
оси. 

Подложев!е свободной точки опредфлиется тремя параметрами, тремя 
Декартовыми коордвнатами (2, у, 2) или тремя сферическими коордика- 
тами (долгота, широта и ралусъ). 

Подожеще свободнаго абсолютно твердаго тёла опредёляется шестью 
параметрами: 3-ма координатами одной изъ его точекъ, двумя углами, 
образуемыми прямою, проходящею чрезъ эту точку и неизыфняемо сое- 
диненною съ тёломъ (трей уголь опредфлится изъ 


098 а ++ 60938 + 081 = Т) 


в угломъ ф поворота около этой прямой. 

Число параметровъ сдстемы вазывается ея степенью свободы. Пара- 
метры, какъ величины опредфляющуя положеве системы, называются 
также ея обобщенными координатами. . 

Дяя веякой данной системы существуеть впошн% опредфленное 
число параметровъ; но вмфсто однихъ параметров могутъ быть взяты 
и друйе. Иапримбрь, положен!е свободной точки можеть быть опред\: 
лено п Декартовыми н сфераческими координатами, и многими другими 
системамт, но чиело ея параметровъ всегда три. Другой примЪръ: 10- 
дожен свободнато твердаго таза можеть быть опредлено также: 3-мя 


авс 
параметрами р Веизмфняехо соединенной съ нимъ плоскости 


рт, 


Ах Ви + б2=Ъ, 
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двумя координатами ($, 1) въ этой плоскости какой кибудь его точки 
и угломъ а, составляемымь съ осью & прямою, неизмФилемо саеди- 
ненною съ тёломъ и лежащею вЪ плоскости 


Ах -- Ву =. 


Опять 6 параметровъ. 

Вифсто одвихь параметровь можно выбирать друце, но оть этого 
выбора не можеть извиниться степень свободы данной внстемы, и по- 
тому число параметровь останется тВыЪ о. 

Параметры суть величины неззвисимыя между собою. ДЪН- 
отвительно, чиеломт ихъ опредфдяетея степень свободы системы; если 
бы между нини была какая вибудь зависимость, то ею стфенался бы 
выборъ значешй параметровъ, то есть уменьшалась бы степень свободы 
системы. Вышла-бы нелФпость: они опредёляли-бы не ту степень сво- 
боды, которую опредфляють. 

$ 358. ВШяше связей. Начнемь съ такого примёра. Предетавимъ 
себЪ систему, состоящую изъ трехъ свободныхь точекъ, координаты ко- 
торыхъ 


(2, Ч 21), (бы У 2), (бу 2). 


Положее такой системы опредфляется 9-ью параметрами, нарпри- 
изръ 9-ю только-что написанными координатами. Соединивъ эти три 
точки между собою стержеями, получимъ твердое тфло (какъ говорять 
«жесты треугольнихъ»), положеше котораго опредфляется только 6-ю 
параметрами: въ увелнчен1емъ числа связей уменьшается 
степень свободы системы. 

Весьма часто представаяется удобнымь сначала опредфлить все въ 
Декартовыхъ координатахь, а потомъ уже перейти въ коорлинатамъ 
обобщенныхь. Послф этихъ замфчан можно предложить сябдующее 
разсуждене. 

Представимъ себф систему, состоящую изъ я точевъ, подчяндющихся 
ДЪйствю № связей. Позожеше в точевь опредЁляется 3 Декартовыми 
координатами. Помощью # уравневй связей можно исключить А коор- 
динать, выразивъ ихъ зрезъ остальныя Зи -— & координаты. Тогда эти 
остальныя 3» —# координать уже не подчиняются бохфе нивакимъ 
связяыъ н независияы между собою. Эти 3» — # ксординать и можно 
принять за израметры пли за обобщенныя координаты си- 
стемы. 

Обобщенныя координаты или усматраваются непосред- 
ственко, или опредёяяются тольно-что увазаннымь способомъ. Въ 
обонхь случаяхь можно изъ услоы@ задачи найти зависимости между 
Декартовымн координатами и обобщенными коордиватами, выражаювияея 
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уравнешами вида: (496) 
а, =1, $0. . -)] 
А ВЫ 

тд $, $. . суть обобщенныя координаты, 


Особенко важво то, что можно вепосредетвевно усматри- 
вать обобщенныя координаты, какъ мы непосредетвенно усматриваемъ, 
напримёръ, что положен тфла, способнаго лишь врайцаться около оби, 
опредфляется одною обобщенною координатою у, несмотря ва то, что 
Тёо содержитъ безконечяо большое чиело точекъ. 

Итакъ, воть тдё вфркый путь для установлешя достаточнаго числа 
дифференщальныхь уравнеа!Я движеня системы: надо вести изолвдова- 
ве вт, обобщенныхЪ косрдинатахъ. 

Тензльчость Лагранжа, давшего такую постановку вопроса еще 
болфе подчеркивается, если зспомнимъ, что до него вс затрудненя 
проиетевали оть существоващя связей, а окъ связями-то именно и вос- 
пользовался для облегченя общей задачи. 

Но этого еще мало: Лагранжь хотВль довести свое великое дЁло до 
конда и дать разъ на веегда обийя уравнешя механивя прямо въ обоб- 
щенвыхь воординатахъ. 

Выводомъ атихъь уразнен! Лагранжа во 2-ой Форм мы теперь ч 
займемея, прелетавлая его въ томъ упрощенномъ видф, #Ъ какомъ оБЪ 
сабланъ зордомъ Кельвиномь во второмь издавш Мабита] РЫЙозорВу, 
написанной имъ выёств съ проф. Тэтомъ. 

$ 359. Общы соображеня. Лордъ Кельвикъ замфчаеть, что для вы- 
вода уравнев механики въ обобщенныхь координатахь, можно выхо- 
дить изъ уравненй движения системы свободвыхъ точекъ: 


С =, 


ве смотря на то, что имфемъ дфло съ системою песвободною; послё-же 
того какъ пекомый уравневя будуть получены, надо будеть приравнять 
постояннымь столько новыхъ коорданатъ, сБолько имЪется связей. Тогда 
остальныя координаты будуть независимыми, К уравнен обра- 
тятея въ невужныя тождества, остальная-же 3» — # уравнешй и бу- 
дуть искомыми уравневями ВЪ независичыхь обобщенныхь координа- 
тахт. 


— 1% — 


$ 360. Выражене элементарной работы въ обобщенныхь коордияя- 


тахъ. Пусть $, 9, ф. . . обобщеняыя координаты. Изъ уравненй (496) 
получимъ: 
_ 4, 9, . 9х, > 
2. = тим. .- 


... 498) 
Поэтому: 
, и 20 
аи = Уды + Ум + 24) У ии + 
-У ( #-. ум (499) 
Полагая: 
У(хинуй на) = 
2 
За о И (500) 
У (х ИИ я) = 


подучимъ изъ (499} 
ап= У (Хы + У + 2%) --Ф. 1+0... (501) 


$ 361. Обобщенные компоненты силъ. 
Изъ (501} видво, что: 


а а и 
ж=® г: =0......... (502) 
Оказывается, что Ф, 9... - равны частнымъ производвымъ силовой 


фувкн по соотвфтотвевнымь координатамъ. Поэтому Ф, 9... назы- 
ваютея обобщенными кохпонентами силы. Ла и изъ состава эле- 
ментарной работы, находищейся въ правой части уравненя (501) прахо 
видно, что @ есть сиха, изуфвяющая координату $; @ есть сила, изм- 
няющая координату 9 и проч. 

$ 362. Обобщениые компоненты скоростей. Условлыся обозначать 
первыя производныя по времени точкою, поставленною налъ даффе- 
ренцируемымь перемфинымъ. Такъ напримфръ 


Изъ условЙ задачи выводимъ 
2. =/(ф.} 
9: = Р(р,8 
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...) 


.) 
. (603) 


Согласно этижь уравнешямъ получимъ между компонентами скоро- 


стей =, 5, Ри я, . 
скоростей $, 8, ф.. 


д=% 
СС 
= 


$ 


9х, 
8 
би, 


98 


8+ 


8+ 


. . ВЪ декартовыхь координатах и компонентами. 
. въ обобщенныхь координатахь твыя зависихости: 


. . (504) 


5 863. Полезвыя дял вывода общихь уравнон:й соотношеня. Но 
извъетвымь сооткошенямь между полною производною и частиыми про- 
изводаычи согласно (504) имфемъ: 


9, _ 08, 
= 
д, 

9 .. ‚. (505) 
Ел 
Е. 


Кромф соотношенй (505) намъ понадобятся еще друйя, выводимыя 
такъ: Нродифференцируемнъ первое изъ уравненйй (504) по ф. Получимъ: 


да, 925, $+ 92 + 
9—9. 4. я — 
— 95 4 = Е 2 + __ @ 4, 

а ва = а. 


Тавя же соотношен!я получинъ изъ остальныхь уравнешй (501) 
Выписываемь ихь по порядяу: 


97, — @ 9% 
2 9 
9, аш, |1... . (506) 
9 9 
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$ 364. Вызодъ уравнев!й Лагранжа во 2-ой фориф. Согласно (500) и 
(497) имфемъ: 


п. [65 0%. в, бы, а 0 
п ав бр а Гм 


По форму 4) — и +, 


вотласно съ (505) и (506) имфемъ: 
в, жар м а а: м]: № 
@ 9 2 (= 5) Аа я Ме о 


я Е | 10°. 
2 


#2 5$ _ 8$ 
Слфдовательно: 
„45... „Чт, а ", ы ое. я 
та ры 9 
иди; 
в ("+ 22 
т,- че 55 --% = 7 
Подобнымъ-же споеобомъ вывели-бы: 
., ий 
. р (“7 з(" у, 
‚ Ч. д _@ 2] з ) (508) 
1 в а 92 ‘`°` 
Живая сила Т равна: 
т=Утечучи....... (510) 


Складывая почленно (505) и вс уравнешя (509), подучиыт, согласно 
съ (501): 


везет 3 (5) 


Правая часть этого уравневя согдасяо (510) есть 


5). 
й ($ 9 
Итакъ, (517) даеть: 


в 


Тавя же уравненя получимь дая 8%... Выписывая ихь по 
порядку, получаемъь систему уравнен:й Лагранжа во 2-ой фориВ: 
ИС И 
п \ 55 95 
ва 
#5 55 ен. . (612) 
а т) 9т_ 
м (55 Пр 


Для пользоваыя этими уравненами, предожиными ко всякой дина- 
мической задачЁ, необходимо знать выражене живой силы 7 въ 0б0б- 
щенныхь воординатахъ и выражения обобщенныхь компонентовъ снль 
$0... 

Живая сила Т опредЪдяется черезъ ф, 8. . , ижн непосредствеяно 
взъ услов задачи, нли переходомъ оть выражешя (510) въ Декарто- 
выхь координатахъ, 

Обобщенные компоненты сизъ Ф, 9. . . опредляются или не- 
посредственно изъ услов Я задачи, или изъ уравнен!й (501). 

Вее это уясянтся на слдующихь примфрахь, въ хоторыхь мы, пока 
интересуемся ие самымъ лвижешель, а способомъ обращешя съ уравне- 
ими (512} Лагранжа во 2-ой форм. 

$ 365. Приифры. 

Прихзръ 1-ый. Приложить уравненя Лэгранжа во 2-ой фору къ 
вывозу лифференщельнаго уравненя вращешя абеолютно твердаго тьза, 
о50лО оси. 

Здесь Ти Ф опредьляются непосредственно. А иченно, изъ (277), 
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при выводВ вотораго мы не пользовались Декартовыми координатами, мы 

знаемъ, что 

о: 

Тт= =- 

2 

Что же касается Ф, то это усиме, изыБняющее $ (вращающее усиле). 

Изъ $5 61—68 мы знаемь, что вращающее усище есть статичесый мо- 

менть. Если ось вращеня есть 06 2, то мы правыкли обозначать его 
буввою №. Итакъ, въ данномьъ случа 


ие. 813} 


Ф=М.........е.. 614} 
'Уравнене Лагранжа во 2-ой формв 
а /07 ру 

я -т}р— т =Ф ..,.... . (515 

в (=) 9 (15) 


составимь дзя настоящаго случая, замфтивъ, что: 


$4 сотдвоно (513) ...... (616) 
эт == 0 согласио (513). 
5» = . 
Ф = Х сомаюно (514). 


— 79 
2 =Я ЧЕ согласно (516). 


Ветавивъ эти величины въ (515), получамь 


9 
ЧР 

Какъ и слёдовало ожидать, мы получили уравнение (361). 

Примфрь 2-ой. Для того, чтобы показать, какъ надо пользоваться 
знанежь силовой фуикши для данной задачи, разберемъ частный случай 
предыдущаго прамфра: выводемь помощью урзвненй Лэгравжь во 2-ой 
фору дафференщальное уравнене вращеня, около горизовтальной оби, 
блока подъ дВйствемъ груза массы 2, вясящаго на швурь, огябающемь 
бжокъ и закрьпленномь на немъ другижь ковцомъ. Маесою и вфеомъ 
аура пренебрегаемъ. Ухазываемъ тольво вычислене еъ обозначенями: 

Е радусь блока, 

7 его моменть инерши относитезьно оси пращеня, 

; вертикальная внизъ координата груза т. 


Ра 


2 1%. 
ТЕ. 


С —= #05 @ = Вау. 


'Уравнеше Лагранжа 


4 (97) _9Т _ф 
# | 9? 
принимает» видь: 
49 _ 
Ра вв = тЕ 


какъ и слфдовало ожидаль по (361). 
Прихфръ 3-1. Сферичесый мзатникъ. Выводемъ диффереящальныя 
уравненя движенйя по сфер матерьяльной точки подъ дёйстнекъ тя- 
кости. 
Прижемъ центръ сферы за начало коорлинать (фиг. 162). Возьмемъ 
065 2 вертикально вверхъ, За обобщенныя координаты примемъ сфери- 
чесыя координаты, дхя вБоторыхъ 065 2 
служить полярною осью. 
$ долгота, равная углу составляемому 
плоскостью мерифава точки зв съ 
плоскоетью (я, 2), 

6 дополнеше до широты равное углу, 
составлнемому радусомь векторомъ 
От съ полярною о®5ю 2. 

Нзъ (фиг. 162) выводимъ формулы 
преобразованя; 


Фиг. 162. 
х = Вт 6. 039 ] 
у = Във. эту г. ель» {617 
И, 


Диффереицируя (517) по &, получамъ: 


22 Вой. 9.6 — Виз. | 
У= В 0056.31.68 Езтб. 08. |... (616) 
2=Езтв. 8. ] 
Отерда: 
ТЕНИ 6.9]. .,. и) 
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Изъ услов задачи и изъ (501) имфемь: 
40 = —в4. и = т Вто. 58 = 080 + Фр . . (518) 


Отсюда: 
97 . 
фр 29 идут инь (519) 
НА 
= =0........:.... 520 
дз (520) 
Изъ (517) имфемъ: 
27 — в, 2Р вв. 
9 
97 .. ВР 
= 0656, о. 


Уравнен1е (512) принимають виды 


Че в в. б.р т Вов 6. 


Ее 6.) =0. 


или: 


+ фра 
р в. 1 ®) = Атдзтв .. . 628) 


В 4 
26. 9% — 
В? т? 6. Ра =С. еее. {521} 


(521) и (592) суть искомыя уранненя. Интегрироващемъ ихъ мы за- 
ниматься ие буденъ (см. мой Курсь Теоретической Механика для Техни- 
ковъ и Инженеровъ $ 393). 

Изь вастояшаго принфра видно, что надо составить прежде веего 
Тв О в» обобщенныхь координатахь и обобщенныхъ скоростяхъ, а за- 
ТЬМЬ ВЫЧИСЛИТЬ т, т, ат; эт. 

8 э 
(512). Тогда получамъ дифференщальное уравнене даяной задачи. Пе- 
тегрироване же его есть уже собственно д№10 чистой математики, хотя 
конечный результать безепорио долженъ интересовать и механика. 


. . и вставить въ общия формузы 


— 112 — 


ОТДЪЛЪ ХШ. 
Кинематика абеолютно твердаго тЁла. 


ТЛАВА Т. 
Плоское движеше твердаго тБла. 


$ 366. Что называется плоскимъ движенемъ тверкаго тьда. Въ боль- 
шиЕствЪ случаевъ части машинъ движутся такъ, что траевтори воЪхъ 
точекъ такой части находятся въ плоскостяхь взаимно паралиельныхь. 
Такъ, напримвръ, траекторги вобхь точезь кодеса покомотива находятся 
во взаимно-парзхлельныхь вертикальных плоскостяхь; то-же можно 
сказать и 0 траевторяхъ точекъ шатуна. Позтому плоское движене пред- 
ставляеть для инженера особый интересъ. Точное опред®деше плоскаго 
движеня таково: 

Плоскимъ движен:емъ твердаго тфяа называется та- 
кое его движен!е, при которомъ всЪ точки его опиен- 
ваютъ траеётор! н, находя щ1я ся въ плоскостях взаимао- 
параллельных ъ. 

Можно послфдовательно свести изучеше плоскаго движеня твердаго 
тВла къ изучен движеня прямолинейнаго отр®зка въ плоскости, какъ 
это будеть показано въ слёдующихь параграфахь. 

$ 367. Прыведенше цхоскаго движения твердаго тёша къ днижению 
плоской фигуры въ ея плоскости. Пусть икоторое твердое тёзо М ©0- 
верштаеть плоское движене. Пересфчемъ тёло № плоскостью № парал- 
аельно плоскостямъ травктор!й его точекъ. Въ сфчеви получимь фи- 
туру 8. Движене тыа М ваолнЪ опредёляется движешенъ фигуры 5 
въ ея плоскости. ДВИствительно, трактори и скорости вофхъ точекъ 
тёла М, лежашихьъ виф плосностя М№, равны траекторамт и скоростямъ 

соединенныхь нензиёняемо съ фигурою 8 
основа  перпендикуляровь, опущеявыхь 
изь этихь точекъ на плоскость №. 


у * 
$ 368. Призедене илоскаго движения 
в твердаго т&ха въ движению прамохнноннаго 
с р. + отрфзка по плоскости. Положимь, что дава 
‚ х 


фигура и и нензифвяехо соедяненлый съ 

Фиг. 163. нею прямолинейный отрфзокь 4,8, (фиг. 

163). Доважемь, что, если дано второе 

позожене 4,В, этого отр®зка, то этимъ саиыиЪъ опредёляется и второе 
пожене фигуры. 

ДАйетвительно, при таком задаши всегда можно по первому по- 

ложению любой точки (С фигуры найти ея второе положене: для этого 
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достаточно постронть треугольникъ 4,В,0, равный треугольнику 4,В,С, 
ъъ ту сторону оть А.В», чтобы оиъ оказался совыфетамымъ съ А.В, С. 

Итакъ, положен фигуры опредфаяется положешемь неизывняемо 
соединекиато съ нею прямолинейнаго отрфзка» 

Такинъ образомь плоское движеве твердаго тёла, сведенное на 
движене плоской фигуры, приводится къ движенцо прямозинейнаго 
отрфзка по ллоекости. 

$ 369. Теорема Шаля. Основною теоремою теор плоскаго лвиженя 
служить теорема Шаля, издожевная въ $ 132-мъ и заключающаяся въ 
саблуюнемъ: Нерем $ щев1е плоской фигуры въея плоскости 
изъ одного заданнаго положения въ другое заданное 
положенЕе всегда можеть быть достигнуто вращентемъ 
ФЕСЛО иВкоторой Точки, называемой центроиъ перем$- 
щения. 

Мы видьли вЪ $ 132-мь, что центрь перемфщевя отрфзка 4,8, 
въ положене А,В, находится на пересфчени Р перпендикуаяровъ воз- 
ставленныхь въ прямымъ 4,4, и В, В, изъ ахь срединъ. 

$ 370. Придожеше теоремы Шаля къ устройству зомбернаго стола. 
Для боле отчетливаго запоминашя теоремы Шазя опашежъ приложен!е 
ея къ такому конкретному примёру какъ ломбервый столь для карточ- 
вой игры. 

Въ закрытомъ состоячи верхняя двустворчатая доска стола зани- 
маеть положеше АВСР (фиг. 184). Затбмь ее повертывахють въ поло- 
жене 4,В,С.Р, и наконець 
раскрывають въ  квадрать 
В.С,АМ, Спрашивается, тдЬ 
надо устроить болть Р для того, 
чтобы осуществлялся поворотъ 
изъ положения АВОР въ по- 
ложенНе А,В,С. р? 

ЧТо теорем Шаля болть Р 
долженъ находиться на пере- 
оъчени перпендикузяровъ, воз- 
ставленныхь 5ъ прямым АА, 
я ВВ, изъ ихь срединъ. 

$ 371. Перемфщене отрёзка 
зрезъ рядъ заданныхь лодо- ЕЛ 
жен. Положим, что требуется. Фиг. 184. 
перевестя отрёзокъ АВ чрезъ 
раль заданныхь положен: А.В: 4,В, А,В,; А,В,... (фиг. 165). 
Кажимь приспособлещемь можно это исполнить? 

Для перевола изъ каждато положеня въ схёдующее существуеть, по 
теорем Шаля, свой центръ перемщены, находимый по способу, изз0- 


Н. Б. Делоне. —Курсь технической мехлинкя, 8 
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женному въ $ 369-мъ. Положимт, что мы нашли эти центры: Р‚;; Р‚з; 
Р..... Вафсь значки при буквахъ показывають, изъ какого вь какое 
положене переводится 
отрёзокь АВ враше- 
немъ около даннаго 
центра.  Напримфръ, 
Р,, читается  такъ: 
«Р три четыре». 

Во второмь поло- 
жени 4,8, отр№зовъ 
налинаеть вращаться 
около Р„, до перехода 
въ третье положеше. 
Спрашивается, тдё 
была на подвижной, неязифняемо соединенной съ отрёзкомь АВ, плос- 
кости, въ первомь ея похожени, та точна, которая теперь соввадаеть 
съ точвою Р„, неподвижной плоскости? 

Оневидно—въ вершин ©,, треугольника А, В,@,, равнаго треуголь- 
нику А,В,Р., и построеннаго на А,В,. 

Точно такъ-же точка, совпадающая пря третьемъ положенш отрёэка 
еъ Р‚, была при первомъ положени подвижной плоскости въ вершинь 
О. треугольника равнаго треугодьнику А.В,Р..- 

Точка подвижной плоскости, совпадшан съ Р.,, быль при первомъ по- 
дожени полвижной плоскости въ вершин ©. треугольнике 4, В.О 
равнаго треугольнику 4,В.Р... 

Такимъ образомъ ва подвижной плосьости найдемъ точки ©.5; 934; 
@., совпадаюлия посяфдовательно съ центрами Р; Ри; Ра,. Поду- 
заемь: неподвижную ломаную лин Р,, Р., Ры, Р,з п подвижную 10- 
ломаную хиню Р,, 9, © 0... Назовемъ первую линю Р вторую 9. 

Для перенфщен:я отрфзка АВ чрезъ заданных подо- 
женя достаточно покатить нензы нео соединенную 
съ вимъ ломаную лин! ю © по неподвижной ломаной ли- 
нРи Р. Начинается этосъ вращевя около вершиат, совпавшихъ въ Р‚„, 
потомь вращене происходить около совпавшихь верщинъ Р,, и 0,., & 
т% вершины, которыя прежде совпадали, расходится; потожь вдетъ вра- 
шене 05020 совпавшихь вершниь Р., и О; ит, 4. 

Ломаная Р строится послЬдовалельнымь причфненемъ ностроевя 
Шаля. Ломаная © получается построешемь треугольников на прямой 
А,В,, вавъ было указано. 

$ 378. Непрерывное переифщене фигуры по плоскости. Пря непре- 
рывяомъ движенн, отрфзовъ перемфщаетея по плоскости чрезь безко- 
нечно большое зисло безконечно близкихь, одно къ слвдующему, иодо- 
зжен;й, Пра этомъ стороны ломазыхь лннй Ри © дЪлаются безковечно 
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малыми, и эти ломаных янны обращаются въ кривыя. Кривая Р назы- 
вается веподвяжной нолод:ею. Кривая © называется подвиж- 
ною полод1ею. Ихь называють также центронданми. Изъ ска- 
заннаго заключаемъ; 

Всякое непрерывное перемфщенае фигуръ въ вя 
плоскости можеть быть достигнуто катаньенъ неизм{- 
няемо соединенной съ фигурою цеятроиды 9 по непо- 
движной центрондф Р. 

$ 373. Непрерывное нлоское пореищене твда. Сопоставляя все сказан- 
ное © плоском дхвижени, получаемъ весьма, важную тоорему: Всякое не- 
прерывное плоское нерем $ шен!е твердаго тзла можеть 
быть достигнуто катаньем нензм В няемо соедияениаго 
съиныз цилиндра © по неподвижнону цилиндру Р- 

Зась дбло идеть уже не о центрахь а объ овяхъ, Поэтому пи- 
ликдры @ и Р называются акеопдами (але = 06), 

$ 374. Мгновенный центрь. При ватани ломаной лишш © чо ло- 
маной лини Р подвижная фигура вращается вся разъ на конечный 
утоль около совпадшихь вершину. 

При катани центроиды @ шо центроняв Р подвижная фигура вра- 
‘мается, слёдовалельно, на безконечно малый. УГОДЪ ОБОЛО ТОЧЕИ 60- 
приБвоенонен! я центроидъ. Точка соприкосновеня Р центроидь на- 
зынается мгновеннымъ пентромъ, потому что служить центромъ 
вращентя фигуры лашь на одно мгновеню: въ слёдующее мгновене цен- 
тронды соприкасаются въ другой 
точЕ, и она уже дёиается мгновен- 
нымъ центромъ, и т. д, 

$ 375. Мгновенный радусъ. Пря- 
мая ри соединяющая игновенный 
центрь р съ точкою ш подвижной 
фягуры  вазывается  мЕновен- 
ныиз ралЁусомъ. * 

$ 376. Нахождеше итновенкаго 2 
центра дия данваго подоженя по- 
движной фигуры. Если для даяваго 
положеня подвижной фитуры (фяг. 

166) извЪетно: положеще двухъ ея 
точекъ т ни п элементы траекто- 
р этихь точекъ, то мгновен- р 
чый центръ зежитт на це- Фиг. 165. 
ресфчен1и р нормалей къ 
этимЪ траекторуямъ, потому что каждый элемевть траевтори можно 
разсматривать кавъ элементь окружности, описаяной мгновенныхь ралу- 
<омъ изъ мгновенваго центра, 

5* 
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$ 377. Цевтровды канъ геометричеся!я ифста игновенныхь центровъ. 
Вершины ломаной лини Р лежать на ней. Сл®довательно, не подвиж- 
ная центроида Р есть геометрическое мфсто игновен- 
выхъ центровъ вз неподвижной ИлоскосСти. 

Вершины ломаной лиши О лежать на ней. Слфдовательно: подвиж- 
ная центроида есть геометрическое мЪсто игионен- 
выхъ центровъ на ПОДВИЖНОЙ ПЛОСКОСТИ, неизмЪ няемо 
соединенной съ подвижною фигурою, 

$ 878. Круги Кардана. Найдемъ центроиды для движен!я стержня 4 В, 
опирающахося свонми концами на дв взаимно-перпендякузярныя прямыя. 

Дия двннаго положеня стержня (фиг. 167), скольвящаго концомъ А 
по оби х, Бонцомъ В по оси у, мгновенный центрь р находатся, с0- 
тласно $ 376-го, ка пересфче- 
ним перпендивуляра 42 къ оси 
= съ периендикуляромь Вр ЕЪ 
оси у. 

Непюдвижную центронду 
кайдемъ, кокъ геометрическое 
мЪето игновенныхь цевтровъ р, 
язъ слёлующихь соображений 
фитуре ОАРВ, по построению, 
есть прямоугольниЕъ, догонали 
вотораго должны быть равны 
между собою. Сл®довательно 


в = АВ; 
но АВ есть постоянная, какъ. 
Фит, 167. дана стержня. Итакь: 


вр = сот. 


Значить р находятся на поетоянномъ разстояни оть О равномъ АВ. 
Слфдовательно: неподвижная центронда заданнаго движе- 
н!1я прутика есть окружность, описанная рад! усомъ рав- 
нымъ АВ изъ пересфчен!я О прямыхъ, по которымъ 
скользят КОНЦЫ 4 и В. 

Подвижную центроиду вайдемъ, вакъ геометрическое мЪото мтно- 
зенныхь центровь р въ подвижной плоскости, слёдующимь обра- 
зомъ: уголь ВрА есть прамой и опирается ва АВ. Геометрическое 
м\сто зершияъ р прамыхь угловъ, опирающихся ва данную гипотенузу 
АВ есть окружность, построенная на АВ какъ на щеметрь. Итакъ: 
подвижная полод1я заданиато движен:я стержня есть 
окружность, построенизя на немъ кавъ на д1аметр%. Ра- 


2 АВ 
усъ -5- этой овружности вдвое ненфе рашуса ор = АВ. Итакь: Стер- 


— И 


жень опирзющ{Яся евонми концами на дв% взаимно 
перпеяхикулярныя прямыя, движетсятавъ, калъ будто- 
бы онъ быль д!аметромъ окружности, взтящейся по 
внутренней сторон% окружности вдвое большей. 

Эти круги вазываются кругами Кардана. 

$ 879. Скольжене стержня свокин концами по двумъ ненерпенди- 
кудярнымь пряиымъ. При котав и круга внутри вдвое большасо круга 
точки А и В малой окружности, какъ мы видфлн, описывають пря- 
жылхиу. Но при такомь катаньи всь точки мазюй окружности на- 
ходятея въ одинаковыхь условяхъ. Ольдовательно: вс точки малой 
овружности описываютъ прямыя, проходящ1я чрезъ 
центръ О большой окружности. 

Цоэтому стержень, опираюпийся на дз прямыя, хотя бы и не пер- 
пендакузярныя между собою, движется такъ, что центрояды суть тоже 
круги Кардана (фиг. 168). 


Фиг. 168. Фиг. 169. 


$ 380. Крестовый эллинсографъ. Для опредфлещя траекторн точкя 
т стержня, опярающагося своими кояцами 4 и В яз 96и хи у, при- 
мемъ ихъ за оси воординать (фиг. 169). Положимъ: 
в=тВ 
$ =тА 
ф = уголь, состазаяемый слержнемь АВ съ осью =. 
Изъ (фиг. 169) имфемъ: 
ха 008 $; у=Ьзтх. 
Этеюда 
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Возводя эти-равенства въ квадрать и складывая, получимъ; 

2 
И = 
Итакъ, точки стержня, опирающатося концами на двё ирямыя, чер- 

тятъ эллипсы. Средина его С чертить окружность. 

$ 381. Уравнеше плоскаго двяженя. Для аналитическаго изольдо- 
вавя движеня фигуры въ ея плоскости поступаемь тавъ. ЕромЪ нено- 
движныхь осей координатъ (> 1) (фиг. 170), представимь себф еще по- 
движныя осн (д, у), неизмняено 
% соединенныя съ дзижущеюся фи- 
$ турою. Зная положен этихъ под- 
зижныхъ осей, мы будеыъ звать 
и положенше фигуры. Положеше 
х. ке осей (1, у) опредфляется ко- 
ординатами &, 1, ихъ начала 0'’и 


1. 


С угломъ а образуемымъ осыю х съ 
% осью Е. Если эти три величины 
ы заданы хакъ функщи времени 
о 
+ 1 БЕЛ = «=80 
Фиг. 170. 


то координаты ($, $) всякой точки 
движущейся фигуры могуть быть выражены кажъ фунюши времени. 
А имевно: задать точку подвижной фигуры, значить, задать ея координаты 
{2, у). ЗатВмъ пользуемся формулами преобразования: 
$ = & - д0а — узта 
а] у 
Изъ (528) и (524) и получаемъ: 
Е А (4) + 2608 [0] — ут [40] ] . 
п= 1 (9 + 2. т [10] + уз [156] 
Уравненя (525) и суть уравнешя движещя точекъ фигуры, дввжу- 
щейся въ своей плоскости. 
$ 888. Снорости въ пзлоекомъ движеши. Скорости точекъ подвия- 
ной фигуры, согласно 8 376 перпендякулярны къ мгновенным 
радусамъ и пропорц:ональны имЪ. 
Для аналитическаго ихь опредфлен продифференцируем» уравневя 
{524}. Получимъ: 
4 _ 4 рН Ча 
Жи Ета + усов 2) рт 
(4... .. (626) 


ее: (634) 


(525) 


41 _ 4% 


‚ а 
ии + 983 — ума) р 
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Но 4а 
# 


==® 


весть угловая скорость фигуры. Затёмъ, соглаено (524) и (526): 


4 _ 4 
аа] 


— 9% * | 
=и =Е— Шо 

Таковы проевши скорости точки (&, 1) фигуры из осн (+, *). Сама же 
скорость равна 


Э 2 В 

"И [и -[+[-еь| 
$ 383. Координаты игновеннаго центра. Мгновенный центръ это та- 
кая точва, о5оло которой происхоцить въ данный моменть врашен!е 
фигуры. Слёдовательно, въ данный моменть скорость мгковеннаго цеятра 
разна нулю. Поэтому, обозназивъ координаты мгновеянаго центра чрезъ 
(Е, 1:) въ неподвежной системЪ и чрезь (2,у,) вЪ подвижной систем, 

получимъ изъ (527) 


9% 6-м =0 
(...:. 628) 
нов, 550 
Согласно-же (526) получимъ: 
9 има, 605 а) ® =? 
..... (589) 
ИЖ а— изта)ш =0 | 
Изъ (528) иыфемъ: 
(530) 


с. 680 
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$ 38%. Уравнене центроидъ. Исключивъ # изъ (530), получимЪ урав- 
неше веподвижной цеитроиды. 

Исвлючивъ { изъ (531) получимъ уравнеше подвижной центроиды. 

$ 385. Ускорешя точекъ фигуры, движущейся зъ своей плоскости. 
Дифференцируя (527) получимъ 


а _ 4% до . 
в= #-—@ и (— Фе 
... (639) 
1 _ 4 
п + — 5) р п 


а? 42 


Таковы проевщи ускорев! точекъ подвижной фигуры на иеподвиж- 
ныя оси ($, \). Для получешя проекщЯ ускоревй на подвижныя оси 
спроектируемъ ва нихъ 


Цолучямъ; 


.... (538) 


Вставляя сюха 


изъ (5382) получимъ: 
2 _ 4 да 
аР ЧЕ 


РК 1) 905 а— (5—5) 5 а] [(&—6) сова (1—1) яна] , (534) 


Но, согласно (533) 


25 т и _@% _ ‚ 
р ба призта = др = провап, ускорена точки 0’ ва ось =. 


Изь (524) получаемь 
(1 — 10) 008 4 — & —та=у 
( — 5) сояа + М — №) яня=ая 
Поэтому (534) обратается въ 


ФЕ _Ф _ „} 5 
а Ш! 2 |. .. . . (535) 


аа - 
точно такъ-же получинъ 
ие 
в р (0 6686) 


проеки, ускореня точки 0’ на ось у. 


$ 386. Цеитръ ускорен#. Если имЪется на подвижной аоскости, 
нензмБняено соединенной съ движущеюся фигурою, такая точка (х, у), для 
которой ускореше равко нулю, то для нея (536) дадуть: 


25 ав — — 
Е’ — пу 2 =0 
веть 4837) 
9 #— ву =0 
Вызтя (537) изъ (536), подучимь: 
1х 4 - р 
Ето д-е-9 
. (538) 
а _ 
= 8—9 -ми—). 


Уравнеи!я (537) показываютъ, что такая точка (=, ГР) существуетъ. 

Точка (х, 3), нензифняемо сосдивенная съ фигурою двяжущеюся 
въ своей плоскости я не иифющая ускорения, называется цен- 
тромъ ускорен!я. 

Скорость мгновенязго центра равна нулю; ускорен1е 
центра ускорен1я равно нулю. 

Изъ (538) имфемъ 


= И ИЕ пытки 9 


ная 


и) но (< у... . 539) 
Но —= 
и =6—я 
есть разстояне разсыатриваеной точки (х, у} подвижной фигуры отъ 
центра ускоренй (2, и). Равенство (539} показываеть, что: Уско- 
рен!е точекъ фигуры, движущейся въ евоей пзосвости, про- 
порц!онально разстоящямъ этихъ точекъ отъ пентра уско- 
рен. 
Эта теорема аналогична со свойствомъ мгиовелнаго центра, упомяну- 
таго вь $ 382-омь Скорость точекъ фигуры. двяжушенев въ 
свое плоскости пропорщональны игвовеннымтъ рад{усамъ. 


— 123 — 


$ 387. Кругь Лагира. Совершивъ повороте (фиг. 171) из уголь 4$ 
около мгновеннаго пентра р подвижная фигура начясть вращаться около 
р’, точка т прадеть при этомь въ положене ие. 
Послвдовательными нормалями траектории точки и 
будуть тр и м’. Если точка т завимаеть такое 
положене въ подвижной фигур, что угояъ 

ртр’ = 4, 
то нормали тр и »’р' ззаимно паразлельны, слфхо- 
вательно радусъ кривизны травкторш въ точЕВ 
равенъ безконечвости, и # есть точка перегиба 
траевтори АВ. 

Свдовмельт, если мы опишемъ окружность, проходящую чрезъ 
рир к выбщающую утозь 4$, то эта окружность будетъ геометриче- 
скимъ ифетомъ такихь точекъ подвижной фигуры, которыя при данном 
положени фитуры проходять чрезъ точки персгиба сзоихт траектомй, 
Эту окружность нашель Лагиръ. 

Окружность Лагира есть геометрическое мфсто тфхъ то- 
чекъ фигуры, движущейся въ своей плоскости, которыя въ 
данный моментъ проходятъ чрезъ точки перегиба своихъ 


Фиг. Г. 


траектор:й. 
Окружность Лагира называють также окружностью точек перегиба, 
({УепаеКге!з). 
$ 888. Построен окружности Лагира (фиг. 172). Если дуга 
Рр' = @, 

р. то построен! окружности Лагира можно 
произвести сл®дующимъ образомь. Про- 
водимъ чрезъ мгновенный центръ р вор- 
маль къ неподвижной володи и отвлады- 
ваемъ на ней а 

5 
Ры 172. "—® 


Окружность, построенная на рз какЪ на фаметрь, а есль окружность Тагира. 
Действительно, обозначивъ радуеъ построенной окружности чрезъ хи 
замфтивъ, что центральный уголъ равенъ удвоенноху вписаняому, инфемъ 


24% = &. 
Но 8-7 
сафдовательно 
25 


вакъ мы и приняли, если @ф есть угохь, выёщаемый построенною окруж- 
ностью, кащъ это требуетея оть окружности Лагира. 
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ГЛАВА п. 


Сложен1е безконечно малыхъ движен твердаго 
твла. 


$ 389. Слеженше безвонечно малыхь вращенш абсолютно твердаго 
ТЪла. Положимъ, что тЪло врашаетея ‹о скоростью ® около оси ОА 
(фиг. 118) и въ то-же время врашаетея со ско- 
ростью ®' около осн ОВ. 

Угловыя сворости будемъ изображать вектора- 
ми, паправлевными по осямъ вращеня въ тавую 
сторону, чтобы смотрящему съ конца такого век- 
тора въ точкт О вращеше представлялось бы 
совершающиямоя по часовой стрфлЕЪ. Отложимы 

ОА = ОВ =®. 

Цостроимь ва ОА н ОВ паразлелограмиъ, 
и восмотримъ, что провзойлеть съ вовцомъь С щатонази ОС этого 
параллелограмиа Въ течен1и безконечно махаго вре- 
мени 4! Для этого опустимь перпендивуляры СМ и СМ на и 
ОЛ и ОВ. 

Велёдстые вращешя в точка С уёдеть за чертеж на разетонне 


Фиг. 113. 


®. МС. 4. 
Велфдстые вращеня в’ точка С’ подвинется въ сторону противопо- 
ложную на 5’. МС. 4 
Но 


о. М0.@=0А. МС. 4 
®. М0. 9! =ОВ. ХО. а. 


При этомт, какъ ОЛ. МС такъи ОВ _ №0 равны площади параллело- 
грамма ОАЛСВ. Итакъ, точка С стремится подвинуться ва одЕу и ту-же 
даину въ противоположныя стороны. Слёловательно, ола останется не- 
подвикною. 

Но ви О в С неподвижны, то и вся прямая ОС веподвижва, 
Сафдовательно, 0С'’есть ось вращешя равнодфиствующаго вращеяямъ 
юное. Итавъ, въ течен|н безконечво налаго временн 4 
двз вращен!я, совершающтяся оБоло взаимно перес$- 
кающихся осей, складываются въ одно вращен!е около 
оси, направленной по д1аэгоналн параллелограмма, по- 
строеннаго на тгловыхъ скоростяхъ слагаемыхь вра- 
щен! й. 

Опредфянмте теперь угловую скорость 5, этого равнодЪйствующаго 
зращеня. 
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Для этого разсуждаемъ тавъ: если ® и ®', слаганеь, дають 5%, то 
® и (—9)) дадуть (—®') оставляю щее ось ОВ ненодвижною. 
Разсмотримъ перемфшен:е точки В оть вращей ® и (—5.). 

Врашене ® перемфщаеть В за чертежь на ®. В9. 4. 

Врашене (— 5%) перемёщаеть В къ нимъ на 5%. ВЕ. 4 

Но 

%.ВО = ОА. ВЬ = плошади ОАСВ. 

Для того, чтобы В была, какъ это требовазось, ненодвижною, надо 

чтобы 04А.Вр=Ф. ВЕ, 


Это будеть въ томъ случаВ, если 
5% = оС 
потому, что тогда 
Од, ВБ = площади ОАСВ = ОС. ВЕ. 


Итакъ, > = дагонали ОС’ парандедограмиа построевнаго на их’. 
Слёдовательно: Два вращеня, происходяпуя со скороетями ® и’ около 
пересфкающихея осей, слагаются въ одно вращене %Ъ, выражаемое да- 
тональю парахлелограмма, построеннаго на ® и ®’. Другими словами: 
Векторы вращен!й складываются по правилу нарзлте- 
лограима какъ н векторы силъ. 

$ 390. Разхожеше вращеня ка три взанино-перлендикулярныя. Слф- 
довательно вращен!е $, около какой нибудь оен можно разложить ва: 

®, 08040 оеи параллельной оси х, 


Г » » у 
9» з » 2. 
Причемъ: 


Гео то (0... ... (540) 


о 
с (= 


сз (5, у=ы еее ьи 0) 


вов (Г, ) = я 


$ 394. Паря вращенй. При сложени силъ у насъ получилась уже 
ве сила, а парз въ томъ случа, хогда складываемыя силы параззетьны, 
равны и противоноложно направлены. 

Посмотримъ, во что сложится пара врашен:й, состоящая изъ 
двухъ равныхь и противоположныхь вращенй, происходящихь около 
ззаимно-параллельныхь осей (фиг. 174), 
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Представим себф ланейву ОВ, вращающуюся окозо конца О ненод- 
вияной линейки ОЛ въ сторону противъ часовой отрфаки со скоростью 


9, 
“= в 
с в 
= те 
+ 
5 - 
фиг. 174. Фиг. 115. 


Предетавямъ себф, то въ то-же время около конца В зинейки ОВ 
вращается съ тою же скоростью, но по часовой стрёлкВ, ВС. По теорем 
© внутрение накрестлежащихь углахъ ВО продвинется зъ положене пз- 
раллельное своему начальному положеню Ол, то есть поступа- 
тельно. Въ течени безконечно малаго времени &Ё это поступательное 
двинен!е пернендикулярно къ ОА. Итакъ, по формул 


Во 


имфемъ: 

Пара вращен{й (фиг. 175) ю и (—%) складывается, въ 
течении безгонечно матаго времени 9, въ поступатель- 
ное движен!е со скоростью 


т = а, 


происходящее по направлен: ю перпендикулярному Еъ 
осянз складываемыхъ вращен1й, тВ а есть разотояне между 
этний осями. 

$ 392, Перенось вращеня на другую ось. Подобно тому, какъ силу 
можно перенести въ другую точку приложешя, добавияъ пару согласво 
$ 10-ому, точно также и вражене можно 
перенести на другую ось, добавивъ нфкото- 
рое поступательное движене. А именно, для 
перенесеня вращевя, совервающагося со 
скоростью ы 05040 оси О (фиг. 176) на па- 
рачледьную ось А прибавимъ нулевую си- 
стему, состоящую изъ двухь равныхь и 
противоположныхь вращеый ® и (— 4) около А. Въ резужьтать 
окажется, что вращенше ® перенесено на ось 4, вращеве же дан- 
ное ® окозо О и добавленное (— ®} около А дадуть поступательное 
движене со скоростью а. Итзкъ: Вращен!е, совершающееся 
со скоростью & около оси О, равносильно вращен!ю съ 
тою же скоростью около оси А плюсь поступательное 


Фиг. 176. 
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двяжен!е аю перпендикулярное къ плоскости, прохо- 
дящей чрезъ Аи Они направленное въ ту сторону, въ 
которую А уносится данвымъ врашен:емъ х одоло О. 

Этою теоремою очень часто пользуются въ техник%. 

$ 393. Анаяомя между кнноматикою бозхоночко иадыхъ вращенй 
$0 статижою силъ. Итакъ, врашеня складываются какъ силы. Пара 
ярашен! даетъ поступательное движеше. Слёдовательно, зся теоря 
безконечно малыхъ врашен! твердахо тёла можетъ быть получена изъ 
статики силъ, дЬйствующихь на твердое тёхо, замфняя: 

слово сила словомъ угловал скорость, 

слово пара словомъ поступательное движенуе. 

Поэтому дальнфйшее развите кинематики безконечно малыхь движе- 
= твердаго тфла можеть быть выражено въ виз слфдующаго сово- 
стевленя. 


Теоремы статики. | Теоремы кинематики. 

Всякая система сидъ, д | Велкал система безконечно ма- 
етвующихь ва твердое то, при- ‘ лыхъ вращенй твердаго тёла при- 
водится къ совокупности снлы и | водится БЪ совокупности вращеня 
пары. | и поступательнаго движетя. 

Моно привести тавую сово- | Можно привести такую сово- 
вулность силь къ динамф. | купность вращен къ винтовому 

: движению. 

Можно ее привести также къ ‹ Можно ее привести также къ 
двумъ непараллельнымь и непе- двуиЪ вращенямъ около непарал- 
ресБвающимся силамт,. ; лельныхь и непересфкающихся 

осей. 

Можно ее привести къ шести : Можво ее привести къ шести 
статическимъ элементамъ: къ тремъ кикематичеекимъ элементамъ: ЕЪ 


сизамъ ух, У У, УХ И парал- тремъ врашенямъ со скоростями 
зельныхь осямъ воординать и къ... Фи ь ® 05040 осей параллель- 
тремъ статичеекимь момснтамь, ‘ НЫХЪ ОСЯХЪ координать и къ 
параллельнымь оснмъ коордичатъ. трехъ поступательнымь  скоро- 


стямь и, г. ш паратлельнымъ 
| осямь коордиватъ. 
В= ЮО 22452) | ЛУ ото (542) 
Момеять Н,. входяпий въ со- | Поступалельная скорость То 
ставъ динамы, опредФаяется фор- ‹ входящая въ состав винтового 
музою движен!я, равна 


Г.УХ+-М УМ. 69) то + и, (648) 


И, 
п 
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Теоремы статики. Теоремы кинематики, 


Уравнешя осн вентового дви- 
жены 


Уравнены центральной оск 


2—2 У) _ 


. (65) = 
Параметръ динамы равенъ: Параметрь винтового движеня 
равенъ: 
УМУ о, о, (545) 


Е 4 


$ 395. Форкулы Эйлера. КромЪ того, весьма полезны формулы дая 
перехода отъ ®,, в, ®; къ скоростямъ в, г, ш какой вибудь точки 
{х, у, =) ТЬль, обусповленнымь 
вращеннми в, ®, Фу ЗАФоь ®,, 
Ф„ ®, суть проекщи утгновенной 
ухловой скорости ®, тогда какъ 
и, 2, в проекщи линейной свэ- 
рости т точви (2, у, 2). Въ дая- 
ный зомеать вое движене 00- 
стоить з0 врашенш около игно- 
венной оси ОХ со скоростью в. 
Векторъ, изображающий « откла- 
дываелея оть О такъ, чтобы Янг. 177. 
смотращену съ конца его на О 
пражщеве представлялось происходящимь по стрфлкВ часовъ (фиг. 1+2). 
Скорость у точки (1, у, 2) равна 


Ф=ю®х, 


тдф г разстояне точки (>, у, 2) оть мтновенной осн вращешя О.Г. 
Направлена г пераенликулярно къ плоскости 09т. Проведемъ чрезь 
точву т. опредфаяеную координатами (2, у, 2) векторъ (— ®) равный 
и протявололожиый х. Если бы ® и (— ®) были силами, то е была бы 
моментомъ пары этихъ сить, Проевщя на ось 2 момента г этой парх 
фавиа сумыф моментовъ, отвовительно оси х, вевторовъ ш в (— 6). 
Но момевть вектора ® отвосительно соси 2 равенъ нулю потоху, что 
векторъь « пересфкается съ осью 2. Остается моменть вектора (— ©}. 


— 128 — 


Онъ должень быть составденъ изъ (— в}, (— в,), (—№,), м у, 2 ю 
типу (2у — У2), зачфняя здёсь Д чрезь (-—в,); У чрезъ (— ®,), 
Итакъ: 
и = —® у — (— 6,2) =49.2 — ®.у. 
Отсюда цивлическою перестановкою бузвъ и значковь подучинь э и в. 
Такимъ образомъ получимъ Эйлеровы уравненя: 


и = 2 — ®у 
ое | ен + 6468) 
у — вх 
аналогичныя, съ изыБнешемъ зиажовъ, формуламъ. 
Е=У (24— Уз 
М=У (+ — 20 
№=У (72 — Ху) 


Ивмыфнене знака произошло оть того, что пришлось дф1о имфть 
въ Со). 


ГЛАВА 1. 


Общая картина какого бы то ни было движевя 
твердаго т%ла. 


$ 305. Ажеокды общаго движен!я твердаго тБяа. Для полученя пред- 
ставлешя о движени твердаго тёла можно пользоваться премомъ, 5о- 
торый помогь изучению плосваго двищещя, именно представяещемъ объ 
авсоидахъ. Плоское движеве, какъ мы видфли въ $ 373, приводатся 
къ ватанйю пилиндрическаго авсонда по цилиндрическому. Каковы =е 
аксонды въ общемь случав двишеня твердаго тБла? Для отвфта на 
этоть вопросъ разеуждаемъ слфдующимъ образомъ. 

Безковечно малое движеше твердаго тБла согласно 8 393 можно раз- 
сматривать какт винтовое двяжене около мтновенной винтовой оси. 
Сяёдонательно, вонечное движен{е твердаго та состоить изъ ряда та- 
кихЪ винтовыхь двишенй около послдовательныхь вантовыхь осей. 
Каждое вивтовое движеще состоять изъ вращения пи изъ скольженя 
здоль оси. Гееметрическое мото мтновенныхь винтовыхь осей въ вв- 
подважномь пространств есть икоторая зинейчатая поверхность. То же 
самое можно сказать о геометричесвомь мфоть винтовыхь осей по отно- 
ен къ самому тёлу. Итавкъ, всякое движен!е твердаго т та 
сводится въ ватанью, соединенному со свольжененъ, 


— 189 —. 


подвижного аксоида ©, неизыЪняемо соединеняваго съ 
з5ломтъ, по неподвижному аксоиду Р; причемъ ати 
аксоиды представляюте собою лииейчатыя новерх- 
ности. Въ каждый данный моментъ одна изъ образующихь аксоиха @ 
совпадаеть съ одною изъ образующихь аксоида Р. Эта общая обра- 
зующая и есть мгнозениан винтовая ось. Подвижный эвсоидь совер- 
шзеть въ течени безвонечно малаго времени винтовое движене около 
этой оси, состоящее изъ безконечно малаго зращешя около нея и околь- 
ешя вдоль ея. ЗатЬмъ то де самое пронеходать около сафдующей 
ВИНТОВОЙ ОСЕ, и ТЗЕЪ Далфе, 

$ 396. Разложен!0 двяжешя твердаго тфла на бозфе простыя дви- 
жешя. Впослёдотвш мы ближе познавомиися съ другамъ представле- 
шемь о движени твердаго тёла. Всякое такое движеше можно иредста- 
вить себ состоящимъ изъ движеня нфкоторой точки тёла и изъ вра- 
шешя тьла около этой точки. При такомъ взглядф на дЁзхо удобно бы- 
заеть вообразить себЪ дв системы осей коордикать: 1) ненодниж- 
ную (6 я, 5) и 2) подвижную (х, у, =), неизывняемо соединенную съ 
тТВлоиъ. 

Движен!е тала равематривается при этомъ состоящимь изъ движеншя 
вачила 0’ подвижныхь координать и изъ вращев:я тфла около 0’. 

Обыкновенно за начало 0’ нодвижныхь воординать принимаютъ 
центръ тяжести тБла, & за осн подвижныхь координать (т, у, 2} тлав- 
ныя центральныя оси иверши тёла, по причинам, которыя выясняются 
въ слёдующемь отдёлВ. 


ОТДЪЛЪ ЖУ. 
Динамика твердаго тёла. 


ТЛАВА 1. 


Разпожене движен!я твердаго твла на болфе 
простыя движея. 


$ 397. Особенная рель двыжешя свободнаго твердаго тфла. Движен!е 
свободнаго твердаго тьза особенно достойно изучения потому уже, что 
движене тёла несвободнаго приводится кь движению такого свободнаго 
тёла, на которое, кромВ заданиыхь силъ, дЬйствують еще и реакщи 
связей. 

Движене свободваго твердаго тёла удобнфе всего разсматривать со- 
стоящимь изъ дважешя его центра тяжести и изъ вращешя тфла 0козо 
пентра тяжести. - 


Н. В, Делоые, _Буреь техчической мехахикя. 9 
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Выборъ таБого раядоженя оправдывается двумя теоремами, къ изас- 
жен которыхь мы и приступамъ; оБажется, что оно возможно и съ ди- 
намической точки зрёшя. 

$ 398. Теерена о конентяхь количества движеня. Пусть на (фиг. 178): 

оф, от, о& неподвижная систем Декартовыхь координат, 

`Ъ 1% С воорденаты центра тяжести о’ тёла въ этой системв, 

оз, о'у, ’г подвижная система осей, имъюмихь начало въ центр 
тяжести и остающихся пародледьными осямъ неподвижеымъ. Формулы 

преобразованя координать будутЪ: 


. (647) 


Посмотримъ, во что обращается 
этинъ  преобраловашемь  проекшя 
момента воличества, движешя ча 
ось #. Соглаено съ (547) дзя точЕИ т 
Фиг. 118. тфла имфемъ: 


а 4 — а, @ 
"| неко (1 - 8 "який +) 


"(Ем тии .# 4) 
"мо 14 ай 


Для всего тёла, стВдоватедьно, получинть: 


Хана чи) У 7 


- 4“ та Ув ту ужо ... (618) 


Но центръ тяжести находится въ начал о’ координать (2, у, 2). 
СлАдовательно 


Ут =0; Уту=0; Ут == 0. 


Дифференцируя же эти травненя, получимъ 


@2 _ а |, 42 _ 
У» У» > о; У» 9. 


Позтому (548) принимаеть болфе простой вил 


41 Са „ат 
У гл —)= (и 


Здёсь ( 


М есть проекшя ва ось 2 момента количества движеня кассы М всего 
вла, соередоточенной въ центрё тяжести; 


У» ( Чу 4 
а 1 «) 
есть проекия на ось 2 моменса количества движен!я тВла около центра 
тяжести о’. Поэтому (549) показынаеть, что при движени свободнаго 
ъзбеолютно твердаго тфла проекц!я момента количества дви- 
женя па неподвижную ось коордииать равна сумы% 
проекцЕй из ту же ось: 1) количества движен:я массы № 
всего тфла, сосредоточенной въ центр тяжести и 2} ко- 
дичества движен!я т№ла около центра тяжести, въвЪ 
еси бы онъ былъ неподвиженъ. 

Итакъ, по отношеню количества движеня оказывается возможнымь 
разематривать движене свободнаго творлато тВла состоящимь изы 
1) движевня его центра тяжести и 2) движеня окожо центра тяжести. 

$ 399. Теорема о живой сих. Поскотримъ, какъ дёло обстокть съ 
живой сндой; донускають ли ея свойетва разаожене движешя свобох- 
заго твердаго тёла на движене центра тяжести и на движеше около 
центра тяжести. 

Сотхасно съ (547) имфемъ: 

(* 2 Га Гай шк 4+4)? [44а _ 
(а) ® я) =(%) = @ | @ “ (“= | = 

а [але [9 [ее а, [в 

= о я *(“) « (#) «(2) *(=) = 
42 4 оу ая 4 ЧЕ, 
а & 

Отсюда, обовначинъ скорость центра тяжести (#, т, $) чреь Га 
<корость какой либо точки (2, у, 2} тёла отяосительно подвижныхь осей 
{2, у, >) чрезь г, ичфемь для скорости г той же точен тёла относи- 
‘тельно неподвижныхь осей (2, т, <) выражеше: 

2.41, 34 ат 42. 
# а в & 


Сафдовательно, для живой снлы позулимь: 


ц 
Уни= Уну+ Увы 


а 


и: +2 


о 


— 13 — 


Ис, какъ мы видфли въ предыдущемь параграф, 
а 
у "ао 
Сявдовательно 
У то? Му? У 
р 5+ 


Равенство (5650) выражаеть сафлующее: 

Теорема Кенига. Живая сила системы равпа сумм, 
состоящей изъ: 1) живой силы массы сосредоточенной 
въ дентр тяжести, и 2) живой силы относительно осей 
координатъ, имфющихь начало въ центр тяжести в 
сохраняющих свое направлен | е. 

Итакъ, свойства живой силы допускаютъь тоже разложее движеня 
свободнаго твердато тёла на два: 1) движене певтра тяжести и 2} дви- 
жен!е около центра тяжести. 

Такое разложене винематически всегда возможно, ко намъ интересно. 
быдо узнать, возможно ли оно динамически. Теоремы двухъ поелвднихъ. 
параграфовъ дали ва этоть вопросъ утвердительный отвфтЪ. 

Но движеше центра твжести мы уже выучились изсафдовать въ тлав® 
о принцицв центра тажестя. Остается изсяфдовать дважев!е твердаго 
тЬла 05020 центра тяжести. Къ этому мы и пристушземъ. 


ТЛАВА П. 


Динамика вращен!я абсолютно твердаго тъла 
около центра тяжести. 


$ 400. Живая сыза въ лввжени твердаго тфла около центра тя- 
жести. Итавъ, подожичь, что центръ тяжести тзердаго тёла неподвижень 
и оно, при этомъ. движется около него подъ вмящемъ заданныхъ силъ. 
и начааьнаго импульса. Какъ выразится его живая вита? 

Въ данный моменть тЁло врашается со скоростью ® о5оло игвовен- 
ной оси, проходящей чрезъ неподвижный цевтръ тажести. Пусть: Г жи- 
вая сила тала, 

6, ®., ®, проекщи скорости ® на тазвныя центральныя оси 
инерции, 

А, В, С главные центральные моменты инерши т6ла, 

а, Ь, с клавныя центральных оси инерщи тёла, 

9 моменть инерши тфла относительно мгновенной оси. 
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При такихъ обозначеняхь, согласно съ (277) имфемъ: 
В 


[2 
5. живая сила вращеня около оси а, 
Вы? 5 
== » » › » >в, ... . (558 
2 
› » В » хе 


Благодаря тому, что вращене ‹« слагается изъ вращенй ®,, ®,, 
живая сила есть сумма живыхь силъ (551), такъ что; 


То? + Во + Сы). (.:.: (682) 


$ 201. Главный моменть количества движеня. Согласно (360) гдав- 
ный моменть количества движены при вращени тёла около осн со око- 
ростью ® равенъ Ух. Слёдовательно: 
Аз, моментъ количества движеня 05010 а, 
Ве, › » » вь 
бе, › » > ‚с. 


Эти моменты воличествъ движеня можно разсматривать какъ проек- 
Щи на а, 6, с главнаго момеята количества движев!я равнаго 
УСы у + Во.) + (бы =06......- 
$ 408. Случая, при которыхь Г и С постоянны, Фсзи задананя 
силы приводятся къ одной равнодёйетвующей, проходящей чрезъ центръ 
тяжести, какь ото бываеть, напримфръ, въ случаф движение подъ вя- 
немъ силы тяжести, то, какъ мы сейчась покажемь Ти @ остаются 
постоянными. 

Т въ такомъ случа постоянна потому, что равнодфНствующая за- 
данныхь сил уничтожается противодфНстиемъ редки опоры, удержи- 
вающей центръ тяжести неподвижным: тЪло движется по инерщи, по- 
тенщальная энерйя равка нулю и потому кинетическая эвериая Т 
остаотея постоянною. 

@ въ такомъ случаВ постояненъ потому, что равнодёйствующая за- 
данныхь силь уничтожается реавщею точки опоры, а мы видфли въ 
$ 276-мъ, что въ отсутетвйи вифшнихь силъ @ имфеть постоянную величину. 

Такой случай называется вращен!емъ твердаго тфла около 
точки по ннерц!и. Оно-го и нтраеть роль схагающаго движения 
свободнаго тверлаго тёла подъ дЪйетыемь силы тяжести. 

$ 403. Картява Пуанео. Уравнешя (552) и (558) можно представить 
ВЪ ТАБОНЪ ВИДЪ: 


Ао? -- Вы? + Со, 
Аз, + ВЗюй -- С 
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Разсматривая только движеше ио ннерцш, можно, какъ мы видЬян, 
очетать Т и @ постоявными. 

Исходя изъ уравнен! (554) и (555) Ротзоё выветь полную кар- 
тину движеня твердаго тЬла около центра чяжести го ннерши. Отне- 
семъ тфло къ подвнжвымь осянъ (2, у, 2} чаправленнымь по его глав- 
нымъ центральнымьъ осямъ. Уравневе, относительно этихь 06ей, цен- 
тральнаго эллипсоида инерщи таково: 


Тау Ай + ВА + ба —1=0...., (556) 


Точку Р пересёченя его съ мгновеняою осью навывають нолю- 
вомъ. 
Пуеть ОР =. Примфняя къ (556) формулы 


[И й 
Г ЗИ а 
а а 
- и ыы (“Г 
а 
т — ау . 
(У) = т) ... 657) 
668 {№,2) = 


ИИ 


опредфляющия косинусы угловъ, составаяемыхь нормалью съ осями ко- 
ординзть, замфчаемъ, что согласно съ (556) 


Ноэтому косинусы угловъ, составляемыхь съ осями (2, у, 2) нор- 
малью, проведенною въ эзлипесонлу (566) въ его точёё (2, у, г) равны: 


т И ЛИ 
Уалт- (Ву 8] 
. Ву я о 
608 (№, у) = У! .-: (559) 
608 (№,=) = Се 


УВ ФУР 
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Но для полюса: 


ваз; 
5 
рее и. нь: 680) 
60 (›,з) = | 
Сяфдовательно: 
о о. 
= в; ее + 661) 


Подставляя эти величины въ (559) и пользуясь (555)-мъ, полу- 
ЧимЪ: 


ыы {№ 2) = й 
или 
А, 


60$ (№, *) = а 


(562) 
: Ва 
608 (№, у) = = 


605 (М, 2) = 


Сразнивъ (562) съ (560), заключаем, что нормаль центразьнато 
эллипсоида инерщи, проведенная въ полюсв Р параллельна вектору С 
тлавнаго момента кодичества движешя. Но (, какъ мы видъяи въ 
$ 276-мъ, неподвиженъ въ отсутствм вифшнихь сить, а онф въ раз- 
сматриваемомьъ случаф уничтожаются роавщею опоры. Сяфдозалельно, и 
упомянутая нормаль не измфняет» своего направлешя. Нозтому и кз- 
сательная паосвость центральнато элдипсонда инер- 
ци, касающаяся его въ подюсЪ, сохраняетъ свое яз- 
правленте, тавъ какъ она перпендикузярна въ упомянутой нормали. 

Для (551) на © 6, получинь: 


до в _ Вы, бе; в, _ ЭТ 


©. 56 
- . . ... 6563 
боб ‘вт бо Раб 668) 
или, на основани (569) п (560) 

605 (6, т) = еее. 564) 


. В 
Съ другой стороны, подставивъ въ (556} вмфсто (т, 9, 2) ихь вы- 
ражешя изъ (560), имфемъ: 


2 
До Вол бы = д: 68) 


вли, согласно съ (554): 
зе... (666) 


Отеюда 

ФИТ... ....... (661) 
Но 

2Т = вопя, 


Сафдовалельно: угловая скорость ® пропорц1онзальна ра- 
д1усу вектору г = ОР, проведенному въ полюсъ. 
Изъ (564) и (567) имфемъ: 


из 
2 608 (г, 9) ит В (568) 
^ [22 
Но 6, какъ мы видфли, парадлеленъ нормали М. Поэтому: 
т, 608 (г, №) Ут = 601... .. (569) 


Это зпачнть: нроекшя рад1уса вектора х == ОР на нормаль, прове- 
денную въ полюсф есть величина постоннная. Но, Бакъ это видно изъ 
(фиг. 179), проевщя эта равка перпен- 

дикуляру р опущенному изъ центра 


х| тяжести О на плоскость, касающуюся 
\ пентральнаго элзипеонда въ полюсь 
К. | Р. Итавъ: 


сти И ‚. (6510) 
Выше мы доказали, что ота касательная плоскость не илифвяеть 
своего направлевя. Теперь оказалось, что разетояще ея р оть непо- 
движнаго центра тяжести не мБняетея. Слёдовательно, эга касатель- 
ная плоскость неподвижна. 
Все это приводится къ слфдующей картин: 
Движен!е абсолютно твердаго тёла оБоло своего 
центра тяжести по инерц\и происходить такъ (фиг. 180), 
что Центральный эЭддинсоидъ 
инерц!я тала катается при 
Аатомъ но неподвижной плос- 
/_\\/ Бостя. При этом рад!реъ век- 
торъ ОР проведенный въ точву 
Фиг. 180. прикосновения Р является мгно- 
венною осью вращен!1я тфла и 
данна его ОР пропорц!ональна угловой скорости ют ла 
ОБОлО мгновеняой осн. 
$ 404. Общая картына движешя свобеднаго твердаго т ла въ пустотё. 


р 


Фиг, 179. 
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Хартина Пуансо иметь важное значене потому, что въ соединев!и съ 
доказаннымъ въ $ 898 и 399 разложешемьъ движетя свободнаго твер- 
даго тБла на движен1е центра тяжести и на вращеве около него, она 
риеуеть картину движеня свободнаго твердаго тёла подь дВйстйемъ 
силъ, равнодьйствующая которыхъ проходите чрезь пеятръ тяжести, на- 
принфръ полъ дЬйстыенъ собственваго вёса. А именно, въ такухъ 
случаяхь: цеятръ тяжести О т%ла движется, какь ему по- 
лагается но принципу центра тяжести. Туло-же при 
этомъ врашается около О такъ, что его центральный 
эллипсондъ инерц!и катается но плоскости, перем%- 
щающейся параллельно самой себф ин остающейся на 
одномъ и томъ же разстоян{и отъ 0. 

$ 405. Полодя я терполодя. Полюсъ Р, какъ точка прикосновеная, 
движется одновременно и по центральному зллипсонду ТЁла и по каса 
тельной цаоскости, по которой элзилеоидь катается. 

Кривая, описываемая полюсомъ Р на центральномъ оллипсондь тфла, 
пазывается полод1ею. 

Кривая, описываехая полюсомъ Р на касательной плоскости, назы- 
вается герполод! ею. 

$ 806. Авеонды движеня твердаго тёла охоло центра тяжести. Гео- 
метричесвое иЪфето прямыхъ, совдиняющихь всф точен гериоходи съ 
цеитромъ тяжести О есть коническая поверхвость съ вершиною въ О. 
По вартинф Пузнсо это сеть геометрическое мфето мгновенныхь сей 
въ неподвижномь пространств. Этоть конусъ представляеть собою, соль 
довательно, неподвижный вЕсоидъ. 
Онъ называется герполод1ельнымъь 
аксондомъ (фиг. 181). 

Геометрическое мфето прямыхь, соеди- 
няющихь ев точки подод съ центрочъ 
тяжести О есть коническая поверхность Фиг. 181. 
съ вершиною въ О. По картин Пуансо 
зто есть геометрическое мфето мгновенныхь осей въ тЁалф. Этотъ конуеъ 
представляеть собою, савдовательно, подвижный аксовдт, неиз- 
мфияемо соединенный съ тфломь. Онъ называется полод1альныхь 
аксоидому (фиг. 181). 

Двяжен!е, по инерши, тверлаго тала около неподвяжнаго центра 
тяжести происходить такъ, что полод1атьный аБсоидъ, иензым$- 
внемо соединенный съ тфаомъ, катится по неподвия- 
кону герполод1альному аксонду (фяг. 181). 

$ 407. ИзскВдованю видя полодш. Подставивъ въ уравнене момента 
колячества движеня (555) 


АЗ + ВР? + © 
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вуфето ®,, ®,, ®, ихь выражевя изъ (561), получимъ: 


ро 


А? -- Ву? 07” = @ 
о 


Отеюда, согласно съ (566) ныфемь уравнеше: 
| 


дай Вр + = у 


Боторое, согласво (570) принимаеть видъ: 
= а: 6) 


Кром того нмфемъ уравнеше центральнаго эдлипсоида: 

Аз В+ ЕТ... .... - 612) 

Коорлинаты (2, у, 2) полюса долины удовлетворять уравнешямъ 
(511) и (672). 

Сафдовательно, подо д1 я опредфляется совокупностью этихъ уравие- 
з4Я (571) и (572) и представаяеть собою ланйо пересфченя централь- 
зато эллипеонда инерщи (572) съ эланпеопдомь (571). 

. . 1 

Дан опредёленя вида различныхь полодШ номножимь (572) на я 
и вычтень изъ (571). Подучимь: 


1 1 в 1 
А (4,78 (в-„) и (6— ь) 2—0. (613) 


Это уравнеше конуса, имфюшщаго вершину въ цеятрЁ тяжести, при- 
вятомъ за начало воординать и опирающагося на полодрю. Очевидно 
полодя, какь пересфчене этого конуса съ центральнымь эзлиаеондомь 
можеть быть опредфляема совокупностью уразневй (573) и (572). 

Для того, чтобы ковуеъ (573) не быть мнизымъ необходимо, чтобы; 


АО... :::. 


Это услове равносильно уелов!ю: 


которое состоить въ томъ, что разстояше р касательной плоскости оть 
0 не должно быть больше наибольшей полуоси или неньше изименылей 
полуоси эзаиисонда. Если 


изи 


то ковусъ (573) вырождается въ двЬ мнимыя пзосвоста, переофкающияся 
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еЪ 06ью 2 ИЛИ СЪ ОСЬ 2, то есть или въ ось 2 иди въ 065 2. Въ этомъ 
случа полон превращается нли въ пару точевъ с и с, лежащихь въ 
вонцахъ большой оси оллинеонла (фиг. 182), 
или въ пару точевъ а и а, зожащихь въ 
концах малой оси эллипсонда. 

Если 


= В, 


1 
Га 


то конусъ (573) вырождается въ пару плос- 
костей, опредфляемыхь уравнешемъ: 


ИС [6:22] 
па 
ча-в 
проходящехь чрезъ среднюю ось залипеоида. 
Въ этомь случаЪ полодя состоит изъ эх- Фиг, 182. 
дипоовь ен (фиг. 182). 

Воть каБъ распредёлены возможных полод!а на центральномъ эяхип- 
соидф даннаго тха. Но дзя даннаго движещя езужить одна какая ни- 
будь изъ нихъ. 

$ 408. Устойчивость движешя около большой и иалой главныхь 
центральныхь осей инерщш. Если первоначальный импульсъ таковъ, 
что тёло начинаеть вращаться около большой или малой аси централь- 
наго залипсоида ичерщи и будеть затЬмъ немного отклонено, такъ что 
налнеть вращаться около оси, составляющей весьма малый угозъ съ 
первоначальною осью вращеня, то полошя будеть виться около вер- 
щины олшвисонда и большаго откаонемя оси вращешя оть первона- 
чальной оси не произойдеть: вращеше будеть устойчивым. 

Если же ТЬло начинаеть вращаться около средней оси иди вообще 
05010 какой либо оси, опирающейся из одну изъ полодёй отстоящихь 
на конечномъ разстоянн оть концовъ большой и малой осей ‹ фиг. 182), 
то такая полодя уклонить ось вращеня далеко 01$ первоначальной оси. 

Итакъ: вращен{е твердаго т%ла, им ющаго неподвиж- 
ый цектръ тяжести, около большой или малой оси 
центральнаго эллипсоида инерц:и устойчиво. Окозо-же 
средней оси и другихъ осей оно неустойчиво. 

$ 409. Эйлеровы углы. Уравяеыя (554) и (5551 дади намъ воз- 
можность вывести геометрическую картину движеня около цеятра тя- 
жести по инерщи. Но мы еще ве получили никакой зависичости пото- 
женя тёла оть времени. КромЪ того, мы еще ве знаемъ даже, какъ при- 
няться ва задачу, если твердое’ тЪло вращается не около центра тя’ 
жести, ивакъ это бываеть. напримфръ, со ставаномъ, опрокинутымь и 
держащимея на остр№ вертикальваго, стержня. И то и другое вы- 
яснитея, если мы выведель лафферевщальныя уранаевя данженя твер- 
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даго тфла около неподвяжной тозки. Мы. сдЪзаемь это помощью урав- 
вен Латранже во 9-ой фориЪ и прежде всего припомнижь Эйлерово 
преобразоване коордизать и Эйлеровы углы ф, 0, {, которые изыъ 
удобиве всего будетъь прнвять за обобщенныя координаты тла. 

Примемъ (фиг. 183} нелодвяжную точку О тя за начало двухъ 
еистемъ Декартовыхь координатъ: 

осн (2, у, =), ваправленныя по тлавнымь осямъ инерци тфиа, 
проходящимъ чрезъ О, 
оси ($, 1, 6) неподвижныя. 

Движене ‘вердаго тёха около О будеть, тавимь образомъ, опре- 
дЪаяться двяжешемь неизмфияемо связанныхь съ нимъ осей ож, оу, 02. 

Подожеще-же осей от, оу, ог относительно неподвижныхь 0", о\, 05 
вполнф опредфдяется слёдующими тремя Эйлеровыми углами (фиг. 183): 

{ф уголь, составияемый  плоско- 
стями (С0г) и (50!) 

$ утоль, составаяемый  плоско- 
стями (202) и ($08) 

8 уголь, составаяеный соли 05 
и 02. 

Описавь оБоло О сферу рад!у- 
сомь равным единиц®, полу 
чимъ фигуру 183-ую. Эйлеровы углы 
{ф, $; @ мы и примемъ за обобщенный 
коордикаты тЁла, на что имфемъ право, 
потому что они удовдетворяють усз0- 
эямъ, харавтеризующимь обобщевныя 
координаты: 1) они опредёляють поло- 

Фиг. 183. жене разсматриваемаго тфла, 2) о 
независимы между собою. 

$510. Выражеше проек мгновенной угловой скорости чрезъ Эйше- 
Товы углы. Для составлоня уравнешй Лагранжа въ 2-ой формЪ надо 
заготовить выражене живой силы: 


т 


1 дот Вол бый ...... 610 


чрезъ Эйлеровы углы и чрезъ обобщенных скорости $ $ $. Для этого 
раземотрямь (фиг. 184) скорости точки 2 (фиг. 183). 
Велфдетвйе изыфнешя утла {ф точка 2 получаеть (по формул у = 76) 
скорость 
5 ® 
а’ 


Но 


Ш 


Слфдовательно, скорость, получаемая точкою 2 волёдотве измфненйя угла, 
$ равна 
$. 10... .. (677) 


Она перпендикуларва къ паоскости 

($ 2. 
Вслфдотые измёнешя угла 8 точка 2 
подучаеть скорость 
& 


08 
ЕЁ... 6) 


лежащую въ илоекоств (52) и перпевди- 
кулярную къ скорости $. т 6. 

Съ другой стороны: волЬдетые вра- 
щеаы ®, точка 2 подучаеть скорость 
Т.®,, т.е. 


и... (079) Фиг. 184. 


‚по касательной въ дугВ (22), составляющую, слФдовательно, уголь ф со 
скоростью 8. у 
Вслвдстйе вращен!я в, точка 2& получаеть скорость 1.4%, раввую 


еее ние + (580) 
составляющую со скоростью $ уголь {90 — 9). 


Жромё того, самая угловая скорость ®, можеть быть разсматриваема 
какъ сумна: 1} угловой скорости 


а _* 
& — 
измфняющей угозь фи 2} проекци на ось 2 угловой скорости 
8 _# 
ж=*® 


Эта проекшя == $ 603 8. Итаяъ: 
в. 05 9... . 681) 


Отыфтивъ на фиг. (184) полученный линейныя скоростя точка 2, 
пользуясь формуламн преобразованя координать къ осямъ новернутымь 
на уголь (30 — $) и перепнеавъ вновь формулу (581), получимъ: 


6, =. 208 (90° — $) —$. зт6. м (90° — 9) 


. яп (90° — 9) +ф._ 6, соз (90° — 9) 
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изи 


з 
И 
=. 


| 


„ее кф. тб. то |... .. (582) 
в, =$. 0080 + $ 
Подетавивъ эти величины въ (576), получимь: 


ИРИ 
Т=з [4 8. жф— $. 590. совр + 


+80. 054+ ф. 518. зто) 3- 041. 088 + 9). (683) 
$ 411. Дифференщельных уравнобн двнженя твердато тёха около 
неподвижной точки. Изь (583) имфемъ: 


97 оф об, а... . ... 68) 


6? 


эт о ° $ . : 
2-24. тр —ф. 906. 000 $ 205 + ф. 58. 5$) = 


+86. свф+ф. зт6. 9) (8. 0 -- $. 586. 0085) 
или, согласно съ (582), 


= — Де, — Вы, = (4 — Во. ... (688) 
Обобщенвое усише Ф есть статичесвй моменть задавныхь силь 0=020 
оси 2, обозначаемый нами М 


зеличикы изъ (584), (585) и (586), получимь: 


ба 


ба 


— (А Вов М... .... (457) 


Оси ог, оу, 0ё межлу собою, моменты А. В, С между собою и %,, 
<, в, между собою равнопразны. Поэтому два друбя дифферевщальныя 


уравненя получимь изъ (587) Просто цаклическою подстановкою буБвъ. 
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Всего получимь три дифференщальныя уравнемя движеня абеолютно 
твердаго твла около неподвижной точки: 


и 2 в Оь 5 
В сы —©-деюеми...... (588) 
с 9: (А Вьь, =х 


вазываемыя дифференцальными уравневями Эйлера. Въ няхъ Ё, М, № 
суть статичесые моменты вифшнихь силъ относительно гтлаввыхь осей 
ннерши тВла, проходашихь чрезъ его неподвижную точку. 

$ 819. Эйлеровы уравненя для движеня хвердаго тла охоло точки 
що инерщи. Если заданныя силы ие дають сталистическихь моментов 
Т, М, №, то (588) пранимають видь: 


А р —в-боью=0 

а, 
ВО С-- до =0}...... 689) 
с (д Вов, —0 


Ка 
Статичесве моменты Л, 1, № равны вулю въ случаЪ двяженя 0010 
точки по инерщи и, слфдовательно, въ случай дввжешя твердаго тфла 
около центра тяжести подъ вляшемъ собственнато вфса, уначтожаемаго 
реакщею опоры. 
$ 813. Интегралы живой скзы и площадей для уравневй (589). По- 
множимъ уравнев/я (539) еоотвфтотвенно на в, ®., ®; и сложимъ. По- 
зучииъ: 


Ао, Чо, + Вы, до, > Со, до, — Фали, [В — С+О—Ача- В] 


ии Ав, ао, + Вы, и, +- Си, 4, = 0. 


Это уравнен!е интегрируется почленво. Интеграль его есть: 
Ао, Вий + Со = вой... о. (590) 


Это знакомый начъ внтегразь живой сиды (554). 
Помножнуъ уравнены (589) соотвётетвенно на Д®,; Вю;; С, и сз0- 
жимъ, Получине: 


Ао, Фо; + Вю, ды, + 
Ста, — во, [4 (В — С) -+ В(С— 4) +С(4— ВЕ. 


|: 
ы АВВ ААВ 6 
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тождественно равно нулю. СдЁловательно: 


Аза, Фо? + Во, до, ба, ды, 
Это уравнеме почленно интегрируется. Его иятеграль есть; 
Аза? Е Ва.) + СЗ, — бий... ... (691) 


Это есть уравнене (555) момента количества движешя, для разематри- 
ваемато случая. 
Остается найти трет интеграль уравненй (589). Но для этого пря- 
ходится предварительно познакомитьен съ эллиптизеекиии фунищями. 
$ 414. Элжинтическ!ю ивтегралы. Въ интегральномъ исчислени из. 
таютея преиы, помощью которыхъ вычисляются интегралы видь 


а: 
Ут атьа' 


день. + 692) 


зъ которых подъ квадратнымь радикаломъ стоить квадратичкая фуяк- 
Ва а вх + а, отъ х. Въ мохавикф часто появляются интегралы 
вЕдовъ 


(1... 698) 


[ ыы ... 2. 694 


Ул аа ад ар а, 


въ которыхь но знакамъ хвадратнаго корня стоить уже кубическая 
функшя или функшя четвертаго лорядеа оть х. 

Интегралы этого вида называются элдиатическими, потому что по- 
мощью именно такого интеграла опредфляетея дуга эндипеа. Ихъ, долгое 
время, ке могли вычислять и думали, что это происходить отъ неумня. 
Но воть явилея знаменитый Норвежсь!Й математикъ Абель (1802—1899). 
Этоть удивительный человфкъ, ужернйй всего 27 лЪтъ, совершиль веди- 
чайн!я открыты въ выешей математякВ. Онъ всегда вотрёчалъ нашего 
врата — область нензвфетнаго — прямо съ фронта, пренебрегая какими- 
либо обходами. Такъ онъ поступить и съ залиптическими интегралами. 
Онъ рыниль, что эти интегралы не берутся потому, что нашъ авали- 
тическ арсеналъ простыхь функ бъденъ: надо найти новыя иростыя 
функц для этого дла, и Абель натель эллиптическ!а фунц! и. 

Представииь себ, что иатематика развивалась ив тьжъ исгориче- 
свимъ путемъ, которымъ она шла въ дЪйствительноели, а тавъ, чго ветр- 


Ё : 
тилиСЬ бы съ Ув прежде, чфмъ придумали тригонометричесмя и 
пиклометрическя функши. Тогда этого интеграла не могли бы взять, 
просто за отсутерыемь понятия объ 75 т. Но ата х по самой природВ 
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своей появляется уже посл ух. Между тьыъ изъ равенства 


\ == ат д == 42 595. 
я ен > 
ы 


ДЕТИ... ..... о. 696) 


сЕЪдуеть такое 


Сафдователько, синусь можно разсматривать хакъ верхн! предёть 
интеграла 


Ч 


выраженный какъ функщя эти оть этого интеграла равкаго и. Въ 
уравненш (596) з% и называется обращешемъ литеграла, 


Ди. 


ах 


р 
Ивт-на, 
8 


тат + 


Значить и для вычисленя 


з 


надо изсафдовать не самый этоть ивтеграль, а его обращене 
= (и), 


т.е. Е(ы). Воть эти то обращен я эдлиатическихь интеграловъ и назы- 
ваются эллинтическими фунец! ями, 

Лежандръ (1152—1833) даль затЬмъ таблицы эллянптичесвихь функ- 
п, Якоби (1804—1851) изобрфль особенную функцию 6, чрезь Боторую 
выражаются вов залиптическя функши н нашель для вычисденя залип- 
тическихь функц быстро сходящеся рады. 

Наконець Вейерштрассь (1815—1897) придалъ теорЁн эллиптическихь 
фунещИ необыкновенно стройный видъ. Нанболфе просто и ясно теорфя 
эллиптическихь фуикдЙ изложена въ сочинев!яхъ: 1) АрреНе е1 Ёв- 
вопг: Решстрез ае 1а ТЬбоме дез Ропойотз еШрчиев, 2) Фогёде: 
Тьеоме Чег еИризевеп РийКЧовеп. 

$ 415. Основы элжиитическихь функ. Особенно часто ветрьтается 
эдлиптичесьй интегралъ вида: 


"= те 


дот. тес. 598) 
10 


..... 69%) 


Полагая въ немъ 


Е. В Делоне. урсь техвляеской мохивязя. 
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приведемь его къ виду: 
з 
и= Г - 
у: 
$ 
Этоть интеграль надывается эллиптическимь интеграломъ 1-го рода. 
Зажсь приняты слёдующця обозначеня: 
и аргумент, 
& модуль, 
$ амплитуда оть и при модужЬ Л. Обозначая слове эмидитуда бук- 
вами ат, имфемъ; ф — ат (м, А), 
эт еннусь амплитуды оть м. Онъ обозначается и такъ зн, и 
тогда читается эсену, 
©0ф—= косинусь амплитулы оть м. Онъ обозначается и такъ спи, и 
тогда читается цеэну, 
А =У1- Е ай == дельта амплитуды оть и. Она обозначается 
и такъ фин, и тогда читается дезну. 
Изъ (599) имфемь: 


Слёдовательно: 
А ото. (600) 


имфемъ: 


85% _ 4 _ 
— 2905$ ду == 089. $ 
8 005$ _ 2 4 — ; | 
мет = — 5%. 9 . (601) 
Ито. 2 а 
=.“ РЕ. ак = ® 7. 005? 


Въ Вейерштроссовскомь обозначешн эти формужы прявимають видъ: 


пи 
—-- = ви. и 
т 


—= — мы. 4пи рено. (602) 


(ати) _ 
пав = 


— №. зна. тн 


Воть вое, что намь понадобится изъ теори залиитическихь фунёши 
для далъяфй ато. 
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$ 416. Нахождене третьяго интеграла уравненш (589). Помножинъ 
уравнен (589) соотвзтотвенио на С: и Я и сложимъ. Подучимъ: 


аа = А 
_в-©( В) 
= ТВС нь, 


4®, до, мо. _©—4) , 4—8], 


Но 
6—5 ый + 6,2, 


Диффереицируя это уравнове, получихутъ: 


о, 
а бар 

Поэтому (603) приметь видъ: 
_в-0 6-м -в 


= АВС ^^ 9, > 605) 
Инзъ Ао? + Вил + ба 27 
Азот > Веоя + С, 
о ше 0 
Находимь: 
вс 
=и-аа= 
СА 
трава -м р... (506) 
, АВ 
во -а м | 


тдЪ, для краткости, ноложено: 
ТВ О) — 6 


ы ве — . 
тоне, о, (607) 
‚_ м-в | 
БИ СЕВ } 


Подставляя найленныя въ (506) величины ч., ®., в; въ (605). по- 
зучамь: 


0,2290.) 


пли 


10* 
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Ивтегрируя, найдемъ эддиптичееый интегралъ: 


$ 7. Интегрирование уравнек дзяженя тверхаго тёла около ке- 
подвижной точки по ннерц, Форкула (608) показызаеть, что ® вли его 
провкЩи ®,, ©, ®, суть эвдиитичесыя фувеши отъ времени #. 

Кархгофъ нашехль эллиптичесыя фунешщи времени, выражающие ®,, ®‚ 
и ®, доказавъ, что таыя значеня 


Ф=теё—ЭА 


®, = а. Же — Аа 609) 


№. =. мб А=Ьте 


че. т &—Олжс. 0059 
тдВ в, В, с, №, < суть постоянныя ведичины, удовлетиорнють уравне- 
зымъ (589). 

Дфиствительно, вставивъ въ (589) значеня ®,, ®,, ®,, опредбляеныя 
форыулами (609), согдасно съ (601)} получимъ. 


Х Ал зтф . 08ф = (С — В) ю. эт. 05ф 
ХВЬ . 89. =(С— Ад ас. 4$ . 005)... (610) 
№06 т. =(-— Ва. А зтФ 
тдф, согласно $ 395-нъ 
49 =УГ— #5724. 


Эти равенства окажутся тождествами, есви положимь; 


&\ __(В— 4} 
8 _ = 
5 _ © 4) 
еее -ь. (611) 
№ _(6—В) 
$ О” бои 


Такой выборь постоянныхъ возможень. ДЪНетвительно, пожагая { = т, 
получямъ изъ (609). 
©, = а; ®, == 0; в, = 
такъ что (554) и (555) дадугыь 
Аа? - 0 =о2т 
Аа? + (с? — 6". 
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Отоюда и 
5. , ._. 68) 
ЕО. - . ... (613) 


Для 2-ое уравнеше (611) на 1-е, получим: 
мос 


ата-вв 
Озвдовательно, согласно съ (613); 

: 2АТ— 

=ва-В. 


Перечвоживъ 1-00 и 2-0е изъ (611) и соглаено (612) нодучимъ; 
м-в @ — 20Т) 
> АВС 
Изъ (611) полузимь наконець 
в_@- О) АТ 65). 
а- в (в 0 
Такимь образомъ вс постоянныя а, $, с, №, & опредфяяютея каЕЪ 


дЁйствитедьныя ведичины, удовлетворяя тому, чтобы (610) обратились въ 
тождества. Слёдовательно (609) суть правильныя рётеня. 


ОТДЬЛЪ ХУ. 
Отноеительное движен!е. 


ГЛАВА Т. 


Скороети въ относительномъ движенш. 


$ 418. Повяте о движеняхь: абсолютномъ, переносножъ и относя- 
хельномъ. Представимъ себЪ вагонъ, движупайся по прямолинейному 
резьсовому пути п паседжира, идущаго вдоль ватона по направлению его 
движения; здЪоь мы должны различать три скорости, которыя буденъ отхи* 
чать значками при букв г. А именно: 

х, скорость относительная пассажира относительно вагона, 

®, скорость уносящая вагонъ относительно рельсонъ, 

$. скорость абсолютная пассажира относительно рельсовъ, 
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Значки взяты съ французскаго нзыва: 

т—ге|аф1{ относительный, 

—4’еп\га1ветедлт узосяпий, 

а—2а550] п абеолютный. 

Въ течени одной секуяды пассажиръ пройдеть ®, метров по вагояу, 
который въ это время продвянется по рельсамъ на х, метровт. ° 

СлЬдовательно, относительно рельсов пассажиръ продвинется на 


лень : (614) 


жетровъ. 

Предотавихь себф точку за движущуюся по кривой ММ такъ, что 

въ послфдоватедьные безконечно близь!е моменты она оказывается (фиг. 185) 

„ въ М, Х, М, №, №. Подожимъ, что въ то же 
время кривая МА” сама движется табъ, что въ 
моменты упомянутые выше, принимаеть годоженя 
ММ", №, М"Ш, М”ТУ, в ток далье. 

Такое двоякое звиженще заставаяеть точку № 
находиться послфдовательно въ положеняхъ: М, 
п’, т", т"... 

Фиг. 185. Двежен!е точки в по кривой М№" называется 
относительным т. 

Движене самой кривой М№" называется уносящимъ. 

Движен!е точки по кривой Му’, ие", ж'", савгающееся изъ относн- 
тельнаго и уносящаго, называется абеолютнымъ. 

Лодка, переправзяющаяся чрезъ рву, совершаеть движене относи- 
тельное по текущей вод, уносящее движен!е которой, слагаясь съ 
отвосительнымь движешемъ лодки, заставляеть лодБу выполнять &6е0- 
люткое движен!е относительно береговт. 

Собственно говоря, мы ваблюдаемъ только относительныя двяженя, 
потому что и земля движется и солнечная систена несется въ про- 
странств\, и жи въ чемъ ны не замбчаемъ абсолютваго покоя. 

$ #19. Скороеть въ отноентельномь хдвижени точки Обозначивь 
чрезъ 4 безжонечно мазый промежутокъ времени, въ течени котораго 
точка 2% проходить по относительной траектории №№" путь ММ. зам 
чаемт, что, въ предфлЪ, можно разематривать фигуру М М'тМ вакь 
паразлехограммъ и что; 


пят 


‚№. 
ит 
мм. 
‘а’ 
„ Мт 
Дт 


Сафдовательно эти скорости пропоршональны сторонамъ и Магонали 


—1- 


параллелограмма ММ’ ®.М. Поэтому: абсолютная скорость вырз- 
жаотея драгональю паратлелограмиа, построеннаго на 
скоростахь относительной и уносящей, пли, ч® то же вамое, 
абсолютная скороеть есть тоометрическая сумма скоростей отно- 
ентельной и уносящей. Это можеть выражено формулою 


гдВ черточки обозначають, что сумма берется гвометряческая. 

$ 420. Скорости въ’ отвосительномь вращеши Представимъ себё 
{фиг. 186} неподвижную прямую ОД. Оводо ея точки О вращается 
зло ОВ, около же точкя В ты 
ОВ враднается тьло ВО. Враще- с 
ие ОВ есть уносящее, опре- 
дфаяемое углоиъ повороть ф,. Вра- |: 
щене ВС около В есть отно- 
сительное, опредфаяемое углом 
поворота ф,. 

Вращене тыла ВО относи- 2% Ко А 
тельно неподвижнаго ОА есть о 
абсолютное опредфляемое угломъ 
поворота, ф,. По теоремф о внъшнемъ угл треугольника имфемь: 


Фиг. 186. 


0. $. =, + .. 
пл 9, _ 4$. , 94, 
`@ ий 

ити ©, = НФ, еее. - 616} 


$ 491 Удобный премь дия зыдыешя относитежьнаго движения, 
Если два тыа Аи В движутся, то для выдфленя относительнаго дви- 
женя тьза В по отношеню къ тёлу А удобно пользоваться таБииь 
премомъ: сообщимъ системЁ тфль 4 и В еще движен!1е 
равное и противоположное движен! ю т$ла А. Этииъ мы 
останавзиваемь тъло 4, и остзечся только искомое отно- 
сятельное двяжен!е тзга В. 

Въ примфрь пассажира, ихущаго по вагону ($ 418), придадамь мые- 
ленно вагону выфстё съ пвссажиромъ двяжев!е равное и противополож- 
ное движеню мофзда. Этямь мы остаизваиваемъ вагонъ, м остается 
относительное движен!е пассажира по вагону. 

На бое сложныхь примфрахъ лучше выяснитея польза такого према, 
каБъ это сейчась увидимъ. 

$ 422. Относительное движение зубчатыхь колесъ. Имфемт (фиг. 187) 
два цилинхричесвя зубчатый колееа он о’. Деижене ить приводится 
въ теорйн механизмовь къ вращению около осей о я о’вачальныхь 
окружностей соприкасающяхся в» точьЬ Р лежащей на тиви 00’ цез- 
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тровъ. Колеса, при такомъ вибшнемь касанш, вращаются въ противо- 
позожныя стороны и налальныя овружеоети не свользять одна по другой. 
Спрашивается, въ чемъ соетоить 


отвосительное движене окружкости 
0’ по окружности 0? 
Положииъ, что колесо о вра- 
У дается противъ часовой стр®лвк. 
Придадимъ, по правилу преды- 
дущаго парзграфа, всей систем вра- 
(\ щене противоположное вращению о. 
Велёдстые этого пиня 00’ центровъ 
будеть вращальса по стрёак® часовъ 
и колеео о’ будеть двигаться около 


колеса о, такъ что пройдеть, напря- 

Фиг. 197. ифрь, чрезъ положене 0’:к0лесо 0’ 

будете катиться по колесу 0. 

Итакъ, относительное движен{е колеса 0’ относительно 
колеса о есть катанье перваго по второму. 

Зафеь въ эбсолютномь движени оси о и о’ иеподвяжиы; въ движении 
же колеса о’относительно колеса о, центръ о’ описываеть около 
центра о, окружность рамусомъ оо". 

$ 423. Относительное двяжене двухъ равныхъ вагонвыхъ холесъ. 
Въ прамфрь паесажира, илущаго по вагону, правило, изложенное 
ВЪ $ 401, вазалось банальнымъ, кенужныхь, потому что тамъ дфло само 
по себф было ясно. 

Въ примфрь зубчатыхь колесь это правило уже можеть оБазать по- 
мощь нознчкамъ, не привыктимъ 
лывть до съ относительнымь дви- ил 8 
жещемъ. 

Сейчасъ мы раземотримь при- 
МЪръ, въ которомъ вёрное рыпеще 
вопроса по правилу $ 421 можеть 
новичку показаться даже страннымъ. 

Въ чемъ состоить относитель- 


д В 
И. И 
©” А, 
Фиг. 188. Фиг. 189. 


ное движене вагоннаго колеса В (фиг. 188) по отношеню въ слфдую- 
щему за нимъ равному вагонному колесу 4? 
Но правилу $ 421 сообщимь мыслевно всему вагону вращение окодо 
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оси о, волеса 4 равное и противоподожвое зращеню А. Всафдетие этого 
колесо А остановится, центръ о’, колеса В будеть (фиг. 189) описывать 
окружность около о, рафусомъ 00’; само ще колесо В, какъ в вЪ а660- 
зютиомъ движени обоихъ колее будеть двигалься такъ, что радусъ 
его бывпий параллельнымь даниому радусу колесь А останехея все 
время ему парахаельнымь. Но теперь колесо 4 неподвижно. Слвдова- 
тельно при обращещи около колеса А, колесоВ не вращается уже около 
своей оси. Итавъ, относительное движене колеса В по отношеню къ 
водесу А состоить въ такомъ круговомъ поступательномъ (см. 8 219) 
движени около А, при которомъ центръ его о’ описываеть окружность 
оЕ0ло центра о, колеса 4. 


ГЛАВА И. 


Ускорене въ относительномъ движении. 


$ 484. Общия замфчашя. Съ ускореняии въ относительномъ двяже- 
НЁ точки дфло обетснть сложнёе и интереснфе. Здсь, какъ мы уви- 
димтъ, кромб ускореый абсодютнаго, уносящего и относительваго, можеть 
появиться еше особое ускореще, называемое Корюлисовымъ, потому что 
его впервые изслЪдоваль французсь математикъ СогюНв. 

Велфдотме того, что матеральная точка обладаеть массой, Корюли- 
сово ускореве даеть неожиданную силу инерши. Начнемъ съ простого 
примфра: стрловъ стрёляеть гориаовтально изъ ружья пузею, поверты- 
ваясь при отомь вправо; пуля, стремящаяся двигаться прямолинейно 
и принужденная передвиженемъ ружья двигатьея кривозинейно, покуда 
она еще находится въ стводё, давить на лфвую етбнку ствола. Лавле- 
в пули на стволь вл во происходить оть того, что ствол, передви- 
таясь, давить на пулю вправо. 34сь: 

движене пули во стволу есть дважене откосительное, 

движене ствола, есть движеше уносящее, 

давлене ствола на пулю, есть Кортолисова сила, 

Давлене пуди на ствозтъ, есть Кортолисово давлен{е а 
СВЯЗЬ. 

Корюлисова сила равна произведеню Боролисова ускорешя на массу 
точки. 

Подобно тому, какъ при раввомфрномъ обращения точки по окруж- 
ности, на точку дЬйствуеть центростремительная сила, а на связь— 
центробъяная —такъ п злфеь: на точку дЪйствуеть Корюлисова сила. 
з на связь Корюлисово давлеше. 

Ярутахь примфрохъ можеть служить вода, движущаяся по трубЪ, вра- 
шающейся оБоло оси, составляющей съ трубою какой нибудь уголь: труба, 
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дАйствуеть съ Корюлисовою енлою на воду; вода же производить Корю- 
зисово давлеше на трубу. Ташя давленя пграють важную роль въ тур- 
бннахъ. Вообще Корюлисовы силы имфютъ въ техник большое зналеше. 
Позважомимся съ нихи поближе. Для этого надо предварительно позна- 
Бомиться съ понятемъ о дев1ац1и. 

$ 425. Дешацщи. Демашщя есть величина, дающая въ дннамикВ пред- 
ставлете объ эффектв дЬЙйстыя силы за безнонечно малый промежутонъ 
времени т. Положимъ (фиг. 190). что МЛМ’ есть траекторн движущейся 
точки. Если © есть скорость въ 
тотк® М и еоли по приходв ма- 
терьяльной точки т въ М сила 
перестала-бы дВйствовать, то по 
закону Ньютона, въ течеши вре- 
мени т точка и прошла-бы путь 
МЕ = т. Но ва самомъ дфяь 
сила во перестаеть дЪйствовать, 
вояфдстме чего въ течения вре- 
мени т точка прадеть не въ К, 
а въ ЛГ. Такимъ образомъ дЪй- 

Фиг. 190, стве силы за время з характе- 

ризуется векторомь КМ’. Полу- 

чается слфдующее опредёлеще: Девтац!ею называется векторъ 

КМ, соекиняющЕй конецъь К вектора скорости, им в- 

шейся въ данный моментъ, съ положен!емъ №, зани- 

маенымъ движущеюся точкою въ конц безконечно 

ивлаго промежутка времени т, сяфдующаго за этимъ 
МОНСнТОхЪ. 

Мы будеиъ обозначать демацию буквою 2). 

Теорема. Дев1ац!яза весьма малое времят направхена 
параллельно полному усБорен!ю фи равка пути, прой- 
денному за время < воображаемою точкою, движущеюся 
равнонфрно ускоренно съ ускорен1емъ }. 

Доказательство. Позожимь, что дважев! матерьяльной точки т 
опредфаяется уравненями: 


#2=/0 
= 
#=3 (0 


Пусть, спустя # секундъ оть начальнаго момента, в заничаеть поло- 
жеше М; спустя же #-- т севувдъ отьъ начальнаго момента в зани- 
маеть лозожеще М’. Изь (фиг. 190} слёдуеть: 


КМ! . соё (КЛГ, = Л, ев (0, *) 


— м 
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КУ =уа+9—/0 
Мат. в (ь, 9=“ зар 
Поэтому: 
Л воз (В, *) = (+9 -У—=Л О. 
Разлагая въ рядъ, по Тайлору, получимь: 


: з 
ото” {8 -—... 


ХР во; (Ъ, *) 
Прекебрегая членами 3-го порядка, получимъ: 


О. в (РБ, =) = Ро. 


Такамъ образомъ получимъ: 


за: 
2 в°з (2, 2) = 2 р 
Ре р.у = 710 ...... (вт) 
2 ды 
Лео: (Р, 2) р 
Отсюда: 
@т\* Гу [Фея 
в= 2 
РУ} "(= = (=) 
а 
2=' >... 618 


Изь 618 и 617 видимъ, 


что теорема доказана. 

$ 496. Теорема Коро- 
яиез. Положимъ (фиг. 191), 
что въ течени безконечно 
малаго промежутка времени 
т относительная траекторя 
МУ перем щаетса въ поло- 
жеше М’М№ совершая прк 


Фаг. О 


этомь повороть из ибкоторый уголь ф. Нусть: 
ММ положене отвосительной траектори въ началф промежутка вре- 


мени т, 


ЗМ’ путь точки М въ течени т, 


№№ положенше относительной траевтори въ концф =, 
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ММ абсолютная траектория, 

Ф, относительная скороеть по касательной С, 
г, уносящая скорость по касательной МВ, 

;, абсолютная скорость по дагонали МА, 
Мб=и,.*, 


АМ=у 


Церенфщеве относительной траектория изъ положешя ММУ въ поло- 
жеше М'№ можно представить себЪ составившимся изъ переифщеня 
ея въ положене парвллельное ММ и изъ нрашешя около оси ЛО со 
<коростью 

99 _ 

а= 
При параллельномъ (поступательнемъ} перемфщенщи отиосительной траек- 
тори ЛИС’ перенфотится въ подожене З/Ю, причень ЛГУ равна и 
паразлельва МО. При вращевн точка 2 придоть въ Е по дут РЕ 
описанной изъ точкн О оси вращешя радусонь ЛРР = МЕ, г О 
есть основаше перцендикуяра ДО опущеннаго изъ Р на ось МО, При 


2. 


этонъ: 


по опредьленшю девталуи; 
мр=ме 


по построев!ю, 


ЕХ' = СХ ==. 
тавъ какь фигура МЕХ — МОМ ио построен. 
Слфдовательно, три сторовы четыреугольника 4РЕХ” ныБють зна- 
значен!я, указанный на (фиг. 192). Эго четырезгольникъ векторовъ. 
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Вевторь АМ равенъ, слдовательно, геометрической сумы осталь- 
ныхь трехъь сторонъ этого четыреуголь- 


ника. Зяачить; ре , 
— _ А 
Я№ = Ар -- РЕ + Е® а ” та 
иди __ 8$ Е Ае 
ыы 5+ РЕ+ла . (619) Фик, 192. 


Зафеь еще остается опредфлить значеше сторокы РЕ. 
Е есть дуга, описанная прямою ОБ при зращенш около ови М’О, 
$0 скоростью ш, въ теченш =. Слдовалельно: 


РЕ= Ор... ....... (620) 
Но изь треугольника М’РО прямоутольнаго при О слёлуеть 
ор = МР. яя ар, М0). 
Нэзывая уголь, составляемый относительною скоростью, илн парал- 
лехьною съ нею прамою ЛГ, съ осью вращешая М’О чрезъ а, имфемь: 
Ор = МР эта. 
НЮ 

МР = мо=ьл. 
СдЪдовательно 

Ор=ел. зта. 
Ветавивт въ (620), получимъ: 


т. ата. 


;, ®. зб ат", 
Вставивъ эту величину въ (619) получимъ: 


И 2 
: юар. 


Сокративъ всф члены этого равенства на -* и помноживъ на 2, по- 
дучимъ: 

ДЕЛ, 6. та. 

Это равенство выражаеть теорему: 

Теорема Кор! олиса: абсолютное ускорен!е равио гео- 
метрической сумиЪ трехъ ускорев!Н: уносящаго, отно- 
сительнаго и Кор1охисова равниаго 21, 2 за а. 

Итакъ, кромф абсолютнаго, уносящаго и относительнаго существуетъ 
еще Корюлисово ускореще, которое мы будемъ обозначать значвомъ с. 
Корюлисово усворене оказалось равнымтъ: 

ДЗ. Фо та с ь, . (628} 
ТАВ: 

, отноентельная скорость, 

® врашательная скорость относительной траектор?я, 

а угохь, соетанаяемый относительною скоростью съ осью вращеня. 
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На (фиг. 191} яавправлеве Корюлисова ускореня опредфляетея на- 
правлещемъ вектора РЕ перпендикулярнаго къ оси М’О вращеня и 
къ прямой М’ нараллельной относительной скорости. Итакъ: 

Корзолисово усворен{е перценхикудярно къ оси вра- 
щен1я относительной траектории и къ относительной 
скорости. 

$ 127. Условя, при которыхь Королнсово ускореше равно вужю. 
Изь (622) видимъ, что Королисово ускореше равно нухю въ слвдую- 
щихъ олучаяхь: 

1) Если относительная  траекторя движется поступалельно, ибо 
тогда © 

2} Евли относительная скорость ©, равна нудю. 

3) Если уголъ а, составаяемый откосительною скоростью с%® осью 
зращевя относительной траекторги, равенъ нулю. 

$ 498. Правило для лостроешя Корожнсова ускорешя. Положянъ 
ММ’ есть относительная траевторя, но которой движется точка т 
(фиг. 193), причемъ эта траек- 
торя вращается около 0св О 
60 скоростью &. По правилу 
$ 392 можво перенести вра- 
щене около оси О на ось 0’ 
добавияъ нВкоторое поступа- 
тельное двинене, которое, со- 
тласно 8$ 407, никахого дЁй- 
стая на Королисово ускоре- 
не имфть не можеть. Пусть 
вр =. Проевтируя +, ва 
улосвость перпендикулярную 
БЪ осн вращеня относительной 
траекторш, имфемъ: 


Мб = и зта. 


Помножнвъ эту величину на 20, позучимь ведичину Королисова усво- 
рев я. Но, согласно 5 426, Королисово ускореше перцендикулярно въ 
относительной траекторш и ЕЪ оси вращешя и пратомь ваправаено 
танъ, что получаются правидо; 

Для ростроемя Корюлисова ускорешя надо спроектировать 
относительную скорость на плоскость, перпендивуляр- 
ную къ ое вращен:я ®, затфиъ повернуть эту проек! ю 
на 90° въ этой плоскости въ ту сторону, въ которую про- 
исходить вращен!е х н умножить ее на 20. 

По этому правилу на (фаг. 198) Корюлисово усвореве оБажется 
нзображеннымъ вебторонь №4 = 2%. 0. 
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Тавкъ строится Корюллсово ускорене, дёйствующее на матерьяльную 
точку. 

Давлен!е же Корюлнсово на связь выразится вевторомь равнымъ и 
противоположнымь Кор!олиеову ускореяю. 

$ 429. Давлене, возникающее при движеня изтерьялькой точки по 
вращающейся илоекости. Для уяснешя сказаниаго о Корозисовыхь 
силахъ, раземотримъ слАдующий простой нримфръ. 

Представимь себф (фиг. 194) плоскость, вращающуюся около лежа- 
щей въ ней осн О с0 скоростью ® п матерьяльную точку э, движу- 
щуюся въ этой плоскости и принужденную въ 
ней оставаться. ` 

Позожимь, что вращене плоскости происхо- 
дитъ по часовой стрёлкЪ. если смотрфть отъ О 
къ 0. 

Если скорость г точки я, составляющая 
съ осью 0'О утозь а, направлена отъ оси 
0'0 то Корюлисово ускорене 25 ® 51 а изобрв- 
зится, согласно приведениому правилу, векто- 
ромъ 4. Если же скорость о точки #’, соста- 
зляющая съ осью 0’О уголь а направлена въ 
оси 0’0, то Королиеово ускореые 2: ® эта 
изобразитея, согласно приведенному правилу, 
векторомъ В, то есть въ сторону противопо- Фаг. 194. 
дожную по отношеню къ тД. 

Давзен!я же, оказываемыя матерьяльною точкою на плоскость, будуть 
равны и противоположны векторань м4 и и’ В. 

$ 430. Боковое Корюлисово давлене пофзда на рельсы. Есхи редь- 
совый путь представаяеть захрутлене, то при движени пофзда разви- 
вается центробфжная сила, которая производить боковое давлеше козесъ 
ва рельсы. 

Но кромф того существуеть еще другое боковое давлеше волесъ 
цофзда ва рельсы, это именно Корюансово давлеще, происходящее оть 
вращеня земного шара. 

Положимь, что на широт ф сфвернаго полушар!я пофздъ (фиг. 195) 
илетъ съ юга на сфверь по мериману 0 скоростью ® метровъ въ се- 
Еунду. Согласно правилу $ 428 Кортозисово ускорене, дЬйствующее на 
пофздь, направлено ио м -4 на западъ. Слдовательно, Королиеово 
давлене пофзда на рельсы будеть направлено ка в остокъ, то есть 
на правый резьст. 

При этонъ, кавъ видно изъ чертежа (фиг. 195), 


&=$ 


Бавъ углы съ взанмно-перпендикулярными сторонами. Далфе ®, кабъ 
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уголь на который земля повертывается въ 1 секунду, равно: 


т 


Фиг. 195, Фиг. 196. 


Если вЁеъ пофзда Р видогрзммовъ то масса его == бы ;  Слёдова- 
тельно Кор!олисово давлеше пофзда на правый рельсь равео; 
ЗВЕНЕ: 
9,81 ^ 24.60.50 

Если пофадь идеть съ сфвера на югь въ сВвервомь полушар!и, то, 
по правилу $ 408-го Корляеово ускореше ваправлено (фиг. 196} на 
востокъ. СхВдовательно давлене пофзда направлено на западъ, то есть 
опать на правый рельсь, 

$ &31. Законъ Бора. Академикъ Бэръ замфтиль, что рёки, текупия 
въ сфверномь полушария въ мерндональномь направлен, подмывають 

правый берегъ. Эго объясняется Норю- 
дисовымь давленемъ: какъ побздъ, идя 
& вЪ сВверномъ полушарм по мерндану 


т 2 фота == 589. 


7 давить на правый рельсь, такъ и рёва, 
\\--* болфе давить на правый берегь и под- 
мываеть его, как это замфтко, напри- 

в м6ръ, на БоягБ близъ Саратова. 
Фиг. 197. Корюлисово усворене направлено, 


какъ мы видёли въ 8 410, вяво, 
эсзи смотрёть вдоль по течению руки, инфющей меридзональное направле- 
ще въ сЪверномъ полушарш. Слёдовательно, сила инерщи (— т.) на- 
правзева вправо, Слатаясь съ силою тджести, направленною верти- 
кально эта сила (— т) дасть такую разнодёйствующую (фит. 137), 
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что нормальный къ ней уровень воды будетъ стоять у пра- 


ваго берега выше чфыъ у лёваго ва высоту й - Б9ф, тд В 
4 


9 
Особеняо интересныя явлемя Корюлисово давлене даетъ въ гиро- 


скопахъЪ, ЕЪ изученю которыхъь мы и приступимъ, потому что съ ги- 
роскопическимъ эффектомь инженеръ долженъ быть хорошо знакомъ. 


ширина рёки {99 


ГЛАВА Ш 
Гироескопы. 


$ 482. Облия заифчашя. Всякое матерьяльное тЁло, вращающееся 
около ифкоторой оси даеть гироскопическ!й эффектъ, если са- 
мая эта ось вращается около другой оси. Если это тёло есть тфло вра- 
щеня, вращающееся около оси симметрия, то гироехопическй эффект 
состоять, какъ мы увидимъ въ появления пары сить, стремящейся при- 
вести первую ось въ положеше параллельное второй осн и пря томъ въ 
такое положене, при которомъ оба нращеа!я происходили-бы въ одну и 
ту-же сторолу. 

Обыквовенио для опытовъ пользуются тёлэми вращевя, быстро вра- 
шающимися около оси симметрии, которая въ этихъ случаяхь называется 
гироскопическою осью, а вращающееся 
около нея 1610 гироскопомъ. Гироскопиче- 
сы эффекть представаяеть собою всегда нЪчто, 
иа первый взгладъ неожиданное, хоти и выте- 
каеть изъ основныхь завоновъ механики. 

$ 433. Первый гироскопь Фуко. Прежле чёмъ 
пристунать къ теорш гироскоповь подеано оста- 
ковиться на такомь простомь конкретномъ прв- 
мёрф ковъ первый гироекопь Фуко. Этоть си- 
арядъ (фиг. 198) состоить изъ тажелаго торь Т 
заклиненваго из валик$, заостренные коицы ко- 
тораго (керяы) силатъ въ углубленяхъ, служащихь 
для него подшинвикамя, сдёзанныхь въ козьцё А. 
Это кольцо нензывняемо соединено съ рычажкомъ 
В, идущинъ но продожев!ю гироскопической оси. 

Если гироскопь мертвъ (не совершаеть бы- Фяг. 198. 
страго вращевя окозо, гироскопической оси), то 
при помфшеви всего снаряда концомь рычажка В на подставку С, сна- 
радъ падаегь, какъ это ему и полагается въ этомъ случзф 00 завонаыъ 
статнки: ничто не ирешятствуеть статическому моменту сигы тяжести 
обусловить его падеве. 


Н. Б. Доме -_Курсь технической мекдиниы. а 
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Еели-же гнроскопъ ожизлень быстрымъ вращевемъ около гироско- 
пической оси, что достигается проще всего шнуромъ, вакъ при волчкахъ, 
то, будучи попрежнему помъщень коицомь рычажка В на подставку, 
онъ не падаетъ, но, выфсто этого, вращается около вертикальной оси, 
проходящей чрезъ его точку опоры тавъ, что гироскоциаесквая ось опи- 
сываеть коническую поверхность или горизонтальную плоскость. 

Ударъ молоточкомь сверху внизъ по рычажку В или по Больцу не 
заставляетъ этотъ снарядъ падать. 

Боковой ударъ, подгоняюшй вращеше сомой гироскопической оеи, 
заставаляеть ее похняться блвже къ вертикали. 

Боковой ударъ, задерживзющй зращене самой гироскопической оси, 
Наклоняеть ее книзу и можеть быть причиною падешя снаряда. 

Если остановить вращеве самой гироскопической оси, то гироскопъ 
падаеть, хотя и оживленъ быстрымъ врылещемь овохо гароскотичесвой 
оси. 

Перейдемъ къ теор, объясняющей эти странныя явлен!я н дове- 
денной профессороик Н. Е. Жуковсвиит до удивительной простоты. 

$ 434. Твоя гиросхоповъ. Предотавимь себЪ (фиг. 199} безконечно 
тоне матерьальный днекъ, ваходящся въ плоскости (у, 2) в врз- 

ел лающся съ большою угловою скоростью 

| около перпендикулярной къ нему оси 
симметрии =. Положииъ далфе, что ата 
тироскопичесвая ось приводится, въ свою 
очередь, во вращеше съ угловою скоро- 
стью ® около оси 2. Оба эти вращеня 
совершаюхся, положимъ, по часовой стрфл- 
ЕЪ если смотрыть на первое съ положи- 
тельной стороны оси х и ва второе съ 
положительной стороны оси &. Каждая 
частица дисва. будеть овазывать на него 
Королисово давлен!е съ силою Зе 4. за. 

Раземотрниь лвф таыя частяцы № и 
2, спиметрично расположенвыя отнови- 
тельно оса у. Шуеть разстояме каждой 
изъ этихъ частиць оть оси х равно г. 

® уголь, составляемый скоростью т частацы т съ осью 2, раввый 
ттлу Моу. 
Замфнияь въ формул 2 коста скорость » по форяудв 


Фиг. 199. 


т = то 
полузииь, что каждая озъ частиць М и М’ давить на лнскъ сь ситой 


Эт в Лег эт а. 
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По правилу $ 4728-го девдоше частицы М, приближающейся къ 
оси 2, противоположное Корозисову ускорению направлено по ММ 
влфво; давлеше-же частицы М, удаляющейся оть оси 2, направлено 
по ММ вправо. Эти два равныя и противоположныя давленя соста- 
влають пару силь съ плечомь МР. 

Но изъ чертежа (фит. 199) видно, что 


УМ’ = 2х па. 


Саёдовательно давлешя ММ и ВМ равныя 2то тута при 
пдечВ 27зта составляють пару. моменть которой равевъ: 


Ато Ра... ... (633) 
Частацы-же Ки К’, рамусы которыхь соотвётотвевио перпендику- 
лярны кь раджусамь частиць № и М', дадугь давленя, составаяюния 
пару съ момевтомъ 
А бт? 60а, есь. (684} 
Сумиз этихъ моментовъ (623) н (624) равна 
47 ФЛ, 1. 
Весь частицы диска можно распредфдить на четверки подобныя чет- 


веркё М, №, К, К’. Каждая четверка даеть пару съ моментомъ 
41 ® 577, всф же частицы дадутъ пару съ моментом 


4елУм.......... - (685) 


гдф сума распространена на четверть дисва, потому что ие каждая ча- 
таща даеть множитель 22°, а пфлая четверка частикъ, и У, распро- 
странсна не на чисзо частиць, а ца меньшее въ 4 раза число четве- 
рокъ. Если же распространить ру на все число частищь въ (625), 10, длё 
полученя той же величины, з не вчетверо большей, надо отбросать уво- 
житель 4. Итакъ, оть зращешя гироскопической оси 2. диска около 
оси =, получается пара съ моментомь ® 55 У жи”, тд У, равпростра- 
нена уже на вс частицы диска. Если эту сумму распространить не на 
дискъ, & на воЪ таше диски, изь которыхь состойть то гироскопа, 
то У м? будеть моментомь инерши У ТЬла гироскопа относительно 
тиросвопичесяой оси, и появляющаяся при вращени ся около оси 2 пара 
будеть имфть можеть 

ол. еее - (896) 
и эта пара, какъ это видно изъ нанравлешв сядь МХ в ММ, стре- 
мится прибтизить гироскопаческую ось къ оси 2. 

Еелн 05 вращсшя ® ша бы не по осш 2. а соетавляла бы съ 
осью =, угогь 3, то сяёдовалю бы раздожить вращене съ угловой еко- 
Хостью ®, на вращене 05010 оси х и на врамене «ян о5оло осн 2. 

11* 


— 181 — 


Первое изъ этихъ вращев!й не дало бы някакой пары силъ, потому что 
для него въ формул Королиса х быхъ бы равенъ нулю; второе же вра- 
щеке юзмВ будеть дЬйствовать какъ дЬйетвовало ® при составлен 
момента. Итакъ, появится лара съ моментом 


отв, а. - 69%) 


Получается такой результатъ: 

Основлая теорема гироскоповъ. Если какое-либо тфло вра- 
щен! я вращается около своей оси симметр!и съ угловой 
скоростью 5Ъ, и мы будемъ вращать эту ось 60 ©Бо- 
ростью ® около другой оеи, составлающей съ первою 
угохъ В, то появится пара силъ съ моментом рав- 
нымъ ® П Тут В, стремящаяся повернуть ось вращен!я 5% 
кЪ оси вращен!я ® въ такое параллельное ей положе- 
н!е, пря которомъ оба вращен\ я совертались бы въ одну 
и ту же сторону, 

Ось вращеня 5, называется гироскопическою. 

Выведенная основная теорема гироскоповъ вфрна тодьво для гаро- 
своповт, тёло которыхь есть то вращеня, потому что за основу раз- 
сужденя приняты круглые диски. Но обыкновенно тьло гиросконовъ и 
дёлается въ въ видь тВла вращевя. 

$ 435. Объяснене свойетвъ 1-го гяроскопа Фуко. Примемъ ось гиро- 
скопа Фуко 38, ось 2; ось 2 возьмемь оть конца рычажка В по верта- 
кали взерхъ (фиг. 199). Кавъ только отпустияъ гвроскопъ, приведея- 
ный въ быстрое вращене 9. около оси х и опертый концомъ рычажка В 
© подставку, онъ изчнетъ падать, вращаясь при этомъь около 
оеи У 

По освовяой теоремф гиросконовъ, велфдето вращешя 0040 оси у 
разовьется пара, стремящаяся приблизить гироскопическую ось 2 къ оси 
тихаго враменя у. ВедЪдстве этого появится вращен!е гиросБопи- 
ческой оси х около оси 2, ПримЪняя опять основную теорему, уви- 
димъ. что возникнеть пера, стремящаяся приблизить гвроскопичесвую. 
06ь х ЕЪ оси &, то есть дфйствующая противъ опрокидынающаго стати- 
ческаго момента силы тяжести и удерживавщая такимъ образомъ гиро- 
своть оть паденья, 

Обращаемь внвузне на то, что объяснене это основано на дву- 
кратномъ прямфнени теоремы $ 434-го: первое примфнене ея объ- 
зсняеть вращене гироскопической оси около вертикали; второе прим- 
веве объясняеть, почему гироскопь ве падаеть, Выходить такъ, что. 
статическ моженть силы тяжеети, заставяаюный падать мертвый гиро- 
воть, заставзяеть жнвой гнроскопъ, выфето этого, врашаться 05010 
068 2, и имено это-то вращене гироскопической осн около вертикали 
и развиваеть поддерживающую пару. Поэтому, всяый импузьсъ, подго- 
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чяювий это вращеше гироскопической оси около вертикали, еще болёе 
поднимаеть гиросконическую ось; задержка же этого тихаго врашеня 
можеть заставить гироскопъ, даже и быстро врамаюмся около своей 
оси. упасть. 

$ 436. Гироскоть Бонненбергера. Для того, чтобы не сдфлать ошибки 
въ опредфлени гироскопическаго эффекта, который дается быетрымъ вра- 
щенемь массивнаго тфла вращенёя около гироскопнческой оси, лучше 
всего придерживаться основной теорвиы гироскововъ, паложенной 
ВЪ $ 434, но вдаваясь въ произвольныя толкозаня. Даже въ техни- 
ческой литературв встрёчается заблуждение, будто бы ‹тироскопь всегда 
стремится сохранять нзправлеше гироскопической оби и что, поэтому, 
всегда всякое насильствеаное вращене 
гирсскопической оси ветрфчаеть со сторо- 
ны гироскопа, сопротивленю». Въ ложкости 
такого утверждешя зучше всего можво 
убфдичься на слфдующемъ опытВ съ ги- №4. 
роскопомьъ Бовненбергера. 

Этоть гироскопь (фиг. 200} состоить 
изъ массивиаго тора, быстро вращающа- 
гося 06010 своей оси въ подвЪсЪ Кардака, 
то есть въ кольцф А. сидящемъ на гори- 
зоятальной оси въ кольшф В, подвфшен- 
вомтъ, яъ свою очередь, на вертакальной 
оси въ коль (С, причемь гироскопиче- 
свая оеь перпендикулярна къ горизоя- 
‘тальной оси въ кольцф В (фиг. 200). 

1-ый опытъ. Приведемь кольцо В 
въ плоскость неподвижнаго кольца С, 
сЕрфпамъ ихъ штифтозъ Ён оживихъ ти- Фиг. 200. 
роскопъ. Несмотря на наличность 
быстраго вращен:я гиросвопа, достаточно мазфйшаго 
усил:я для того, чтобы повфевуть кольцо А вмЪсть 
съ сидящимъ въ немъ гироскопомъ. Некакою устойчи- 
востью гироскопичеекая ось при такихь условяхъь не обладаетъ. 

Объясняется это такъ: ведёдетые скрфиленя штифтомь Е, кольцо В 
не можеть вращаться оть развивающейся пары. А если ифтъ вращевя 
кольца В, то нфть н пары, стремящейся вращать гироскопичеевую ось 
около осн у, которая сопротивлялась бы вибшнему усямю. 

Въ эгояъ опыт6 гиросконъ никакою устойчивостью не 
облахасть. 

2-0й опытъ. Вынувъ штифтъ Е, освободимъ кольшо В, Теперь, д$8- 
ствительно, ударъ въ кольцо А не сообщаеть ему движеня, какъ будто 
мы ударяеть по неподвижному тЬлу. 
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Результать очень странный: при большей степени евоболы получается 
большая устойчивость. 

Объясняется это такъ: сообщая ударом импульсивный моментъ, вра- 
шаюний кольцо А оБоло оси у, мы развнваемъ пару елаъ. которая вра- 
щаеть гироскоп окопо 0ем 2; ОТЬ этого же вращеня, въ свою очередь, 
развивается пара, стремящаяся подвануть ось 2 кь оси 2 и упичто- 
жающая сообщаемый ударомъ врашаюпий момевтъ. 

‚$ 487. Гиросношь Сира. Особенно энергичных и поучительных явлев!я 
каблюдаютея съ гироскопомъ Сира. Въ этомъ снарядё имфется большое 
кольцо (фиг. 201), которое мы будемъ называть мериданомъ. Это верти- 
кальное вовьщо помощью зубчатокъ 
можно вращать около вертякальной 
осн. Кь этому мерищану, въ лю- 
бомъ его мёстз можеть быть пря- 
/ крЬплено внинее кольцо гироскопа 
Бонвенбергера. Оживляемъ  гиро- 
скопъ, заврфпленный на какомъ-ни- 
будь мвотВ меридана, быстрымъ вра- 
шеншемъ. Если тецерь будемъ вращать 
меридант около вертикальной оси, то 
послв ифеколькихь колебавй гиро- 
скопическая 0сь установится тоже 
въ вертикальное положене. Особевво 
интересно, укрёпивъ тироскопь на 
широтф градусовъ въ 60, пометить 
сначана гироскопаческую ось вер 
тикально, потомъ оживить гиро- 
СЕОПЪ ВЪ этомъ положен быстрымъ 

Фиг. 901. вращенемъ около гиросконяческой оси: 
и затБмь быстро вертёть мериданъ 
въ сторону противололожную вращен: ю гироскопа. Тогда 
тироскопь приходить въ какое-то ненетовое движене, однако чрезъ иф- 
сколько секундъ уже перевертываеть свою ось на 180°, тавъ что теперь 
опять ето ось вертихальна, зо уже расположена такъ, что вращен!е 
тироскопа оволо гироскопической оси совершается въ ту же сто- 
рону, кавкъ и вращен!е мерид!ана. Все это, каБЪ вилимЪъ, под- 
тверждаеть съ большою убфдительностью основную теорему героскоповъ, 
изложенную въ $ 434-нъ: тироскопическая ось стремится 
стать въ положен!е параллельное оси, около которой ве 
врашаютъ и притомъ, имено въ то положен!е, при во- 
торомъ оба вращен!1я совершаются въ одну и ту же 
сторону. 
$ 838. 2-ой гироскопь Фуко, Великое открыме Коперника, завлюча- 
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л0сь въ томъ, что пути планетъ, прелставляюпиеся весьма неправиль- 
ными ривыми ливями съ земли, суть почти что окружности, описывае- 
мыя около солнца. Иначе говоря, Копернвкт усмотрЬль огромное упро- 
щен!е отъ переноса начала координать съ земли на солнце. Но этимъ 
еще не было до ано предположене Коперника, что земля обращается 
около солнца {а не наобороть) н что сутотное движеше небеснаго свода 
есть авлене кажущееся, происходяшее отъ вращения земли около ея оси. 
Вралцене земли окодо оси ве было доказано Коперникомъ: его против- 
ники могли возразить ему такъ: ‹твое предиоложене о вратшен земли 
05010 06би и о неподвижности цектра солнца освовано ва упрощени 
картины м1ра, происходящемь оть перенесена начала координатъ въ 
центръ солнца; но этого еще не достаточно для того, чтобы мы отказа- 
лись оть убъжденя въ неполвижности земли, въ которому такъ привыкли 
въ течени многихь вфковъ; легче намъ помириться со сложностью хии- 
женя плачеть и даже со слож- 
ностью законовъ персискти- 
вы, вяосящихъ упрощен при 
перенесевни ваблюдателя на 
солнце, ч8мъ признать, что 
таБан незыблемая вешь какъ 
земля вращается; твое утвер- 
ждете основано на, предпо- 
ложени, что природа не 
терпитъ сложности, но это 
еще ве убфдительно». 

Строгое оцытное доказа- 
тедьетзо вращения земли было 
дано лишь въ ХТХ стодфив 
знамонитымь опытомъ Фуко, 
произведеннымь имъ въ па- 
ряжскомъ пантеонв съ мзят- 
кикомъ. Потому-то этотъ 
опытъ и знаменить, что имъ 
виервые бызо (въ 1851 г.) 
строго доБазано вращеше 
земли. 

Но насъ здесь интере- 
суеть другой опыть того же 
Фуко съ гироскопоиъ, тожедо- 
казывающий вращен!е зехли. 

Служащий для этого 2-ой 
гироскопь Фуко устроенъ слфдующимь образомъ (фиг. 202). Внутреннее 
кольцо, несущее гироскопичесвую ось масеивнаго тора, подьфшено ва 
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призмахъ къ вньшнему кольцу, подвфшенному на нити, помъщенной въ 
находящемся сяерху футгяр?. Къ нижней части вифшняго кольца при- 
дфлача стрфака, ходящая надъ дугою, снабженною дВлешямя. Кромё 
того, сбоку кольца придфлана линейка, дЪленя которой наблюдаются въ 
зрительную трубу съ перекрествыхи нитями. Съ этинъ гироскопомъ 
можно продфлать 8 опыта. 

1) Опускаемъ нить и придерживаемъ вифшиес кольцо въ плосностя 
перпендикуляриой къ мерищану м8ета наблюдевзя. Гироскопическая огь 
оживленнаго тиросвоца будеть двигаться до тёхь поръ, пока не устано- 
витен въ позожене паралаельное земвой оси, совершенно такъ, какъ 
того требуеть основная теорема $ 434, или какъ ось гироскопа Сира 
устанавливается параллельно вертикальной оси. Этимъ опытомъ 
Фуко доказывается врашен!|е земли около оси и онредв- 
„дается позожеше земной оси: есля ось тироскопа стремится стать въ 
опрезфлениое положенйе, то сафдовательно сушествуеть еще какое-то вра- 
щене около оси, параллельно которой устанавливается гироскопическая ось 
сама 60б0ю; но весь спарядь не участвуеть ви въ какомъ другомъ вра 
щенш крохф врашешя земли; указываемов-ые гироскоцомь положене 
земной оси какъ разъ совпадаеть съ осью кажущатося вращевя небес- 
наго свода. Этимъ-же опытоуъ можно, очевидно, опредфхить широту мета, 
наблюденя равкую дополненю до 90° угла, соетавляемаго осью земли съ 
мФотяою вертихалью. 

2-ой опытъ. Ожививъ торъ быстрыхъ врашенемъ около его оси, сох ра- 
вяемъ свободу колецщь. Нагироскойъ въ этомъ случаЪ не дЪйствують никавя 
пары вяфшнихь сить, волёдетв!с чего гироскопическая ось сохраняеть свое 
положеве въ абоолютЕомь проетранствф, тавъ что пря установк® ся на 
хадую нибудь неподвижную эвЪаду. ова и остается направденною ка эту 
звВалу, вова торъ быстро врашается. 

3-18 оцпыть, Скрпимъ между собою внфиинее и внутреннее вохьцо 
такъ, чтобы внутреннее кольцо было горизонтально. замфтимь, что при 
зращены тора вяфшнее кольцо стремнтея стать перпенаикулярно къ ме- 
риману мфста наблюденя. Объясняется это опять стреилещемъ оен тора, 
стать въ положев!е параллельное земной оси. 

$ 439. Гироскогь, скрытый въ ящихЬ. Наиболье поразительные 
эффекты достигаются гироскопомъ, обладающимъ значительнымъ момен- 
тохъ иверши и скрытымь въ ншикф, скабженномъ ручками, за воторыя 
его можно было-бы поднать. Приводять гароскопъ въ быстрое вращене, 
заврывають яшшиъ, дають его кому нибудь поднять за ручки и просять 
повернуться съ ничъ,. . , Ящикъ будеть неремыщалься не туда, куда 
ето повертывають, & въ друтожь направлен; если повертывать, напри- 
ифръ, ящикъ около вертикальной оси, то. по основяой теорем% $ 4314-го. 
ось гироскопа будеть стремнться привять вертикальное позожеше. ведЪл- 
стые чего ящивъ будеть вращаться не около вертикальной оси, около 
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которой его повертывали, а около осн горизонтальной. Этотъ опыть про- 
изводить большое впеталдфше, потому что мы не привыкли къ тому, 
чтобы ящикъ, поднятый уже нами ин находящея, повидимому, въ нашей 
полной власти, повертывалея, да еще съ большею энергею, не туда куда 
мы его повертываемъ. При слишкомъ быстромъ повертывая!и ящикъ мо- 
жеть «своевольно» вырваться изъ рукъ; но это со стороны ящика не 
своевопе, & напротивъ, строгое подчиневе основной теорем $ 434-то. 

$ 840. Техническое зкачене тяросхоничеснаго эффекта. Техникъ дол- 
женъ быть хорошо знакомь съ гироскопическихь эффектомь, кавъ для 
того, чтобы при проектахь машияъ, ве упустить его изъ виду тамъ, гдь 
онъ можеть оказать сильное дЬйстве, тавъ и для того, чтобы воспользо- 
ваться имъ, тдЪ нужно. Есла-бы, напримфръ, кто-либо залумать поста- 
вить керосиновый двигатедь обладаюпий маховикояъ съ большимь мо- 
ментомъ инерщи на лодку, то при быстромъ поворотЪ лодки гироскопи- 
ческй эффекть могь бы ее перекувырвуть. Поэтожу, напринфрЪ, предяо- 
жене ставать гироскопы из аэронлавы для избфжаня крена опасно, если 
его не обдумать подробно по теоремф $ 434. Самый пропеллеръ уже вы- 
зываеть крены при поворотахъ, но моменть инерщи пропеллера слишкомъ 
мать для того, чтобы примфнен!е его сдфлалось опаенымъ. 

5 ЗАТ. Гяроскопичесвй успокоятель корабельной качен. До сихЪ поръ 
однимъ изь наиболве удалвыхъ примвнев!й гиросвопа къ техникЪ 
является уже пепытанный на практпеф н давпый прекрасные результаты 
успоконтель корабельной качки, прилуманзый Шаикомъ. 

Пусть (фиг. 203) 888 представляеть собою поперечный разрфзъ ко- 

` рабля, какихъ оЕъ виденъ, если смотрёть отъ кормы въ носу; ЁГ, пазуба. 
На нодшипникахь 4 и В повоются 
шипы рамы АВСЛ такъ, что она |3 | 
можеть вращаться около оси АВ. 
Въ этой рам находится гироево- 
пическая ось СР масенвнаго а- 
ховиза Е, вращаемаго электриче- 
СБНЯЪ ТОБОМЪ ПО 9ЗСОВОЙ стрёаЕФ, | 
если смотр\ть но направленю оть | 
Фкь Сс 1 
Положижь, зто морское воляе- | 
не навлоняегь въ данный мо- 
менть корабль вправо; говоря на- 
Учнымъ ЯЗЫБОМЪ ЭТО значить, что 
золнси!е дЬйотвуеть на корабль 
усимехь вращающихь его около продольной оси. По тесремь $ 434-го 
этяут врашешемь вызывастся пара, вращающая гироскопическую ось 
РС вмъетВ съ узховикохь Ё около осп АВ такт, ато Р звижетея къ 
корм. а С кь носу. 
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Если ничто не сопротивляется вращению рамы, то нечто не сопро- 
тивляется и корабельной качь, производащей это вращене: качнетъ 
корабль вправо, рама качнется въодиу сторову; качнетъ корабль в1во,— 
рама качнетея въ другую сторову. 

Надо еще добавить сопротивлене качаю рамы. Сдёлаемъ шииъ рамы, 
лежаний на подшинник® В, боле длинныхъ и заврфиимь на концф его 
шкивъ Ё. Будемъ этоть шкивъ тормазить, напрнифръ, ленточнымь тор- 
мазомтъ, вотораго стальная лента, охватывая икивъ, прижимается къ нему. 
Колебаяя рамы будуть тормазиться ностояннымъ трешехъ. Но если 203- 
бужлаемыя качкою колебашя рамы тормозятся, то гироскопь окажетъ 
противодЬйств!е на корабль, съ котораго идетъ торможенще. ПротяводЁй- 
стве противоположно дфиствро, а дЪЁстые оказывала качка. Слфдова- 
тельно, реакшя рамы ка корабль приводитея въ противодфйствйю кач. 
Здеь энермя раскачивашя волнами поглощается тормазомъ. Воли ©о- 
зефмъ заторуазили бы, она, по основной теорем, перешла бы въ внер- 
тно килевой качки. 

Посл многихъ споровъ за и противъ возножности успокоевя кора- 
бельной вачви такамъ снарядомт, проекть Шика быль осуществленъ 
за иБкоторыхъ нфмелнихь судахъ и даль прекрасные результаты. Качка 
хотя и не унимается вподн%, но значительно ослабфваеть. Размати ко- 
рабля градусовъ въ 30 можно свести на размахи градусовъ въ 5. 


ОТДЪЛЪ ХУ. 


Гармоничее я колебаня. 
ТЛАВА 1. 


Простое прямолинейное гармоническое движен!е. 


$ 449. Динашическое опредёлене. Простымь гариояяческимь 
движешемь называется прямолинейное движен, выподняемое ма- 
терьяльною точкою подъ дЪйствемъ силы, притягивающей её къ 
НЕПОДВИЖНОЙ т0чЕ% прямо пропорц!онально разстоян!ю. 
Та неподвижная точка, къ которой притагивается матеръяльная, назы- 
вается пеятромъ притяженя. 

Ели, подъ дЬйстемь такого притяжен!я, матерьяльная точеа эр, нз- 
ходясь не въ центрф притяженя, получила бы начальную скорость не 
по направлен» прямой, соодиняющей ее съ этимъ центроуь, то движене 
было бы криводинейнымъ. 

Евли же начальная скорость равна вулю члн направлена въ любую 
сторону по прямой, соединяющей № съ центромъ притяжевя, то полу- 
чается именно простое прямолинейное гармоническое движене. 


Прямолинейно оно потому, что, при тавихъ усломяхь нфтъ причины, 
заставаяющей точку 8 сойти съ указанной прямой. Остаетея изслвдо- 
вать харавтеръ этого двяженя. 

Въ прамфнени въ нему я прикимая центръ притаженя за начало О 
коордвкать, надо въ общемъ дифференщальномь уравнени прямолиней- 
наго движешя ах 

тар 
выразить, что сиза Х проиорщональна разстояню 2 точки я отъ центра 
0 притяженя и что это притягивающея снда. Сдфдовательно, называя 
чрезъ К коэффишентъ пропорцюнальности, иадо положить 

Х=-м......-... 699) 

Минусъ надо взять потому, что при подожительныхь + евза Х ка- 
праваена въ отрицательную, а при отрицательныхь 2—вЪ положительную 
сторону оси *. 

Итакъ, въ настояшемь, случаЪ (628) принихаеть виды: 


тои = еее - (630) 


=Х.......е,. - (68) 


Раздфливъ 06Ъ части этото уравнешя на м, полагая при этомъ 
еле я - 681} 


получимъ: а 
ав. 
Это уравнен!е (632) вазывается дифференц!альнымъ урзв- 
нен!емъ простого гармоническаго денжен! я. 
$ 443. Ивтегрировае дифференшальнаго урявнешя иростото гармо- 
ническаго движен!я. Для интегрировамя уравненя (632) полагаемь: 
= иене. - 83) 
Обозначая точкою производную по времени. 
Изъ (632) и (633) пуфемъ: 


Е, еее - (32) 


Я : 
и= о дет 6684 
Искдючинъ 4 изъ (633) я (634), получимъ: 

2 = шт о... 0... (635) 


00 части этого уравчевя (635) интегрируюзся, н обозначивъ бу5- 
вою с’ постоянное интегрирован, получамъ: 


2—1... (638) 


2 
Изъ (583) п (636) нхфемь: 


| = ев 


ихи: 


ии: 


Интегрируя это уравнеше (639) и обозначая буквою т постоянвое 
интеграши, получимъ: 


или: 


И „| 
с = — аг 86 | - 
в в 


наи: [т 
пр 4 из = аын - | 


Взявъ синусы отъ обфихъ частей этого уравненя, получямъ: 


. их 
зап (в из) = = 


или р 
в ви ой по. 


Положивъ для враткоети здёсь: 
[а 


оба еек - (688) 
п 


получим»: =а. эт ин... ...... (639) 
Воть каковЪ интетраль уравнен!я (632). Оказывается, что 2 веть 
ъперюдаческая функшя времени #. Для опредёленя вя перода Т замЗ- 
тимъ, что перюдь тригонохетрическихь функИ равенъ 2*. Слёдовательно, 
Т опредфлится изъ уравненя: 
эт (в Е Ту + == м (ие м 2%. 


Отоюда хё-ыяТ еп 


тит 


или: 


„ еее. (640) 
Изъ (640) и (639) нивемъ: 
кат (64 
Ноложивъ здЪсь э- 
ть 
ичфемъ окончательно: _ 12= ь 
в. 5 (рен) уе, - 643) 


Это и воть уравнеше простого гармоническаго движеня въ конечном 
видЬ. 
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Оно показываетт, что, съ теченемъ времени {, разстоянёе 2 точки #2 
отъ центра протяжея 0 измфвяется отъ (+ а) 40 (— а), то есть, что 2 
колеблется взадъ и внередъ прямоливейно около О. Наибольшее удале- 
не а точки т отъ О называется амилятудов: 


в == амвлитуда и... . (643) 


$ А Кинематическое опредъяеше простого гармоническаго двыжен!я. 
Въ $ 156-омъ мы уже дали такое опредвлене: простымъ гарчо- 
ническихъ движен1емъ называется движен!с, выпои- 
лясмое проевц!ою т на д1зметръ точки М, равнонфрео 
обращающейся по окружности, во выясняли это опредёлейе 
помошью уравненя 


предетавлающаго собою частный случай уравнев!я (642). Пояснимь те- 
перь это опредфлене согласно съ 


(642). + 
Разсмотрииъ волебашя шо пра- 
мой ММ (фиг. 204) проекши т ва- Г ча 


даметрь ММ точки М, равноч5рно 
обращающейся по окружности, опи- 
санной радусомъ а около О. За на- 
чало каждаго перюда применъ мо- $ 
менть прохождея точви 2 чрезъ 
центрь С колебаый въ положитезь- 
ную сторону. Подожимъ, что оть 
начала перюда, ближайтаго къ вз- 
зальному момевту до этого налазь- 
наго момента протекло время <. Фвг. 204. 
Въ начаяВ этого перюда точка 
М находилась, положимъ въ М,. Въ начальный моженть точва № на- 
ходизась въ 0, 
Условимся въ обозначеньнхь и назвашяхь. 
С положеще развовфея точки в = цеатрь притяжены, 
а вуплитуда = рамусу окружности, описываемой точвою М, 
Т пер!олъ колебан1я точки м — время полнаго обращеня 
точви М, 
8 угловая фаза — угозь ЗСМ, на который перемфстилея ра- 
мусъ СМ оть начале перюда до разсматриваемаго момента, 
8 начальная угловая фаза — уголь МСО, на который пере- 
ифетидея радусь СМ оть начала перюда до начальваго момента, 
х разотояще точки т оть С въ разсматриваемый моменть, 


© 
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# время, въ течешн котораго М прошиа дугу ОМ — время, про- 
тевшее оть Начальнаго момента до разематриваемаго, 

< время, въ теченш котораго М озисала дугу МО = время про- 
текшее оть качала нерода до яачальнаго момента. 

Изъ фит, (204) вифемъ: 


зат ....:..... (044) 
Въ течени Т рамуеъ СМ опясываеть уголь 2, Сабдовалельно: 
в 
8 ФТ 
В ооч 
=  Т 


Отсюда: 


2= 


в=те+ о - (646) 
Изъь {644} и (646) инфемъ 
„‚ [2% 2Е 
д=а. эт (1: г т ) согласно съ (641), 


Изъ (647) и (645) пмБемы: 
2=азт (= 2+ соласло съ (647). 
$ 446. Графикь простого гармоническаго движешя. Откдадывая по 
эбсциссамь Декартовыхь коорлинать время #, по ординатамь же разетоя- 
е х точки т оть подожея С’ равиовфия (фиг, 205) получимъ( фиг, 206) 
трафикъ простого гармоническаго движеня, 


х 


Ч 
я — р Е = 


Фиг. 205. 


Это не траехтомя точки т, которая прямолинейна, а графикъ ея дви- 
женя. 


Перюдъ 1 изобразится на графлкё злиною АВ (фиг. 205). 


$ 446. Аргументь, фаза, эпоха, чаетота нолобанй. Аргументомъ 
называется стоящая въ (642) подъ знакомъ синуса ведичина 


6) 


Зпотхою называется время О.Л (фиг. 205), очитаемое отъ назаль- 
нато момента до ближайшато къ неху начала перюда. Эпоха = —- т, но- 
тому что она опредфляется пакъ время, соотвётствующее аргументу рав- 
ному ную, т. е. изъ уравнешя 


2= 
т + в =0 
или, сотлаено съ (645), изъ ураввешя 
8, 
т ты 
изъ котораго имфемъ # = — <. На (фиг. 205) ныфемъ ОА —= — +. 02%- 
довательно 40 = т, 
Ар 


Фазою называется отношене яв (фиг. 206) времени АЛ, протек- 


шаго до разсматриваемаго момента оть начала содержащего его перюда, 
къ перюду АВ. Но 
АР = АО +Е=--+Ь 


Сльловательно фаза равна 


Согласно (646) достаточно фазу помвожить на Эт. чтобы получить 
угловую фазу. 
., 40 - 
Начальною фазою называется отношене В {фнг, 205) вре- 
мени 40, протекшего оть назала перода до начальнаго момента къ пе- 
р1олу АВ. Но 


АО дв=т. 


Сафловалельно начальная фаза == Достаточно помножнть началь- 


ную фазу на 2=, чтобы согласно (615) получить начальную угло- 


вую фазу. 
Частотою волебан!#, или фреввенцемъ, называется чисто ко- 


дебавй точки я въ секунду. Она равна т. 
Итавъ, въ нашихъ. обозначенахъ: 


амилитуда, деве $841) 


с. 648 


зргументь 


эпоха =... (649) 
фаза (650) 
угловая фаза . (850) 
начальная фаза =т они (852 
начальная угловая фаза — В = ее (658) 
перюдь ЕТ. (..:.... (659 
частота =1....... (655) 


$ 447. Ваяше, оказываемое зыборожъ начальнаго моменте. Аргументь, 
эноха и начальная фаза зависять оть выбора начальнаго момента. 

Въ связи съ этимь замфтимЪ, что то же самое двищен!е можно опре- 
дьяять уравненемъ: 


#=800. 
5 
[7 


ый 


Это соотвЪтетвуеть выбору пругихъ постоянныхь при интегрировани 
уравнея 
425 , 
зе = — 
Въ особенности упрощается уравнеше (842) въ схёдующихь случаяхь: 
1} Если за начальный моменть принимается начало перюда, ‘Тогда 
; В, = 0; уравнене (642) привимаеть видъ: 


2.5. 


2) Если за начальный принимается тоть моментъ, когда точка жи иа- 
ходится въ навбодьшенъ отдалевши оть положешя С’ равновфая. 
Тогда (642) принимаеть видъ: 


_ 2 => 
=4% (т день. (6851) 


$ 448. Вертикальныя кодебанл груза, подвёшеннаго на растяжямой 
зитв или проволокЪ. Разсмотрииъ слблующее лего осуществимое дви- 
жене груза, подвфшеннаго на растяжнмой нити или проволок, длина ко- 


торой безъ груза равва ОА (фит. 206). Подвфейвъ грузъ зв на конепь 
„А нити, отпустииъ его, когда онъ, вытянувъ нить на длину АС =а, при- 
деть въ подожене равновья С. Обозвачимь буквою 
грузъ, который удлинилъь бы нить на 1 сантиметръ. Если 
вфесъ д груза т не превосходить предфловъ упругости нити, 
то, но сняйи его нить возвратится къ прежней длинв своей 
ОА. По закону Гука грузы, не превышающие предфла упру- 
гости вити, дають пропорнюнальныя имъ удлнневшя. Поэтому, 
вели грузъ #ид даль удлинене @, то 


тра... ..... (858) 


Надфнемъ опять грузъ эй ва конепь А нити и, туть же 
ВЪ т0чЕЁ А предоставимь его дёйстйю тяжести. Онз булеть 
опускаться и по инерщи пройдеть нодожее С’ равковЪая. 
Опредвлемь его движене. 

Когда онъ быль на разстоянш 2 взерхь оть С, то на 
него дйствовази силы: 

т9 внизъ, 

В (в — =) вверхъ. 

Итото, вкизъ дфйствовада сила 

ту — а 


Или, согласно съ (658), 
Еее еее ние + (859) 
низъ, т, е. Бь точ С. 


Когда грузъ находитея на разотоящи 2 внизу оть С, то на него 

дЬйствуеть вверхъ, г. е. опять къ точкВ О, сила: 
В (ах) — 19 = #2. 

Итакъ, грузъ находится подъ вл| ян1емъсилы 42, притя- 
гивающей его къ положеню равновЪсм С пропорк!о- 
нально разстоян!ю х отъ него. 

Сдфдовательно, грузъ при тавихь услойахь, согласно $$ 4412 и 448, 
совершаеть простов гармоническое даижеще по вертикали. 

Примемъ положеше С разновЁся за начало коорлинать, номенть 
прохождешя груза чрезъ С за начальный и возьмемь ось 2 10 верти- 
Бали внизЪ. Согласно $ 142 получимы 


имам. елены т - 660) 
... 681) 
.. - 662) 
... (663) 


И. В. Дезюже.._Буреь технической мехавини, | 
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Далье, соглаено съ (640) 


т= (669 


Но согласно съ (658) 


Слфдовательно: 


Сравнивъ (665) съ формулой перюда поднаго колебаня матема- 


тическато маятника _ 
Н 
еее (666) 
и, ‘ 


видимь, что грузъ т колеблется съ тёыъ же веродомъ, 
ЕЗБЪ математическ!й маятнику, длина котораго { равна 
удлинен!ю а = АС проязводикону грузомъ 2. Ампаитуда 
этихь кодебанй, какъ видно изъ (663), равна удлиненю а = 40, 

Тавёя ще колебатя совершаеть грузъ, подвфшенный на спиральной 
пружинЪ, потому что тавая пружина растягивается тоже пропорщонально 
грузачъ. 

$ 449. Эвертя простого гарионжчеекаго движешя. Дифференцеруя 
уравнене 


Т= 


и [27 - 

э=а (№) ось (667) 
до # получимь скорость: 
4 2= т | 
а таь (т) (..... 668) 
Наибольшая скорость будеть, елбдовательно при 
2= )= 

605 (Е ы =1. 


т. е. пря 2==0, когда точка ® проходить чрезъ положен!е раваовфая С. 
Во, согласно съ (667), при # == 0 также х = 0; слфдовательно ин сила 
Х = — №, равзо какъ и силовая функщя 0, равны нузю при # = 0, 
когда # имфеть напбольшую величину. Сафдовательно подная энермя Е 
равиз кинетической энерги при #=0. Изъ (665) имфемь: 


Итавъ: 


Звачить: пожная онерг:я простого гармоннчесваго дви- 
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жен!я пропорц1ональна квадрату аиплитуды и обратно- 
пропорц{ональна квадрату пер! ода. 

$ 450. Сложене простых гармоническихь колебазй. Положимъ, что 
точка зи выполняеть одновременно дна простыя гармовичесня движеня 
окодо одяого п того же положезя равновъея, опредфляемый уразнов1ями. 


„> [2 Эк 
«вв (Ее т 


“ У 
= га (Е #— № ) 
а, 3 (т. т: 


ДЬйствительное разстояне точкн ют оть С опредфлитея такт: 


о 
==, ат (те +) . (670) 


[2 
Е 
ные и 


1, Т, 

Сафдовательно: ордината 
графика равнед\Яствую- 
щаго движен1я равна 
суныЪ ординать сла- 
таемыхть движен! . 

Такямъ образомь можно и 
знзлитически и графически 
складывать простыя гармовн- и 
чесыя движен!я, и 

$ 251. Горизонтальныя гар- 
ноничесыя  колебашя груза 
подвьшеннаго из растяжимой 
нити. Отведемь грузъ , даю- Фиг. 207. 
ий гибкой нити удлинене 
АС — а (фиг. 207) изъ поюжешя С раввовёон по горизонтали вЪ 
точку Р. Обозначихь буквою $ уголь, на который при этомъ откаонится 
нить оть вертикали. 

Въ точ ДР удлинеще будетъ: 


[2 


уалиневе = Вр = 


208$ 
: ка 
ватажене = —— 
6% $ 
фа д 
эго вертикальная проекшя = 608$ = а = #9 (по формул 658) 


60; $ 


| 


ЯН 
5 „зтф- а. ш$ = 99$. 


его горизонтальная проекщя 
Итакъ въ точ ДР ва грузь зв будугь дЬйствовать силы: 
по горизонтали #0 {9 ф по направлению &ъ С, 


по вертикали = му — я = 0. 
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Итавъ, грузъ будеть находиться подъ змящемь только горизонталь- 
чаго натяжешя но {9$ къ С. Но 
_ Ср 
93—05: 


Полагая Ср =; 06 == № получвмъ: 
Ё 
чт =ъ. 
Трузь будеть двигаться, слфдоватеьно, табъ, какъ будто онъ притя- 


тивался въ С’горизонтальною силою 


#9 
2. 


пропоршональному разетояню 2. Итакъ, грузъ ж бухетъ совер- 
шать простое гармоническое днижен1е по горизонталв 
по уравнению 


етих (671) 


Фх _ _ т9 
петь 
илн а: 
Ян = (615 
Изь (640), (632) и (612) заключаемъ, что пефюдь этихъ колебан 
равевт, _ 
2= А 
т=# ==]. лье. . 613) 


Сопротиваеше воздуха сильно усложнять дфо и изыфнить самую 
траекторю груза т. Но если грузъ 2% сдёлать въ видь диска, подвши- 
ваемато горизонтально за штиф- 
тикъ, едва выступающй язЪъ 
центра перпендикулярно къ пл0<- 
зости диска, а нить взять каучу- 
ховую, то дискъ совершаеть в 
въ возлух® почти прямолинейный 
торизонтальныя кодебавя. 

$ 358. Колебащи шатуна, ие- 
изифинющаге ©3806 нвиравлене 
Нрелставныт себф (фиг. 208) мо- 

Фиг. 208. тыль ОА, равноифрно врашаю- 

щ\йся 05020 оси О. На конецъ 4 

хотыля вадфть, при помощи шарнира, ползунъ ходяший въ прорфзё ММ 

шатуна ММВО, котораго часть ВС привужлена двигаться прямолинейно 
между неподвижными шинами Ри Е. 

Не трудно вздёть, что точьа № будеть двигаться такъ же, кавъ проев- 
ия на даметрь РВ точей А, равномёряо обращающейся по окружности. 
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Позтоиу и во точви такого шатуна 
пичесвя колебания. 


будуть совершать простыя, гармо- 


$ 453. Колебавя конца шатува, дляна нотораго равна длянь мотыля. 
Представамъ себЪ разомотравиое въ $ 378-мъ движеше стержня АВ 


{фаг. 208), кояцы котораго свользять 
по взавмно перпендикуларныиь пря- 
нымь ор и оу. ИзЪ 8 378 намъ из- 
вфстно, что въ этомт сдучаф точки С 
и Р онноывають окружности около о 
и что АР перпендикулярна КЬ оз, 
Слфловательно 4 есть проекщя то9- 
5и Р на прямую ох. Если механизъ 
состоить изъ мотыля ОС и рав- 
наго ему шатуна АС, конецъ ко- 
тораго привуждень ходить по пря- 
мой од, то, при равномфрномъ вра- 
шенши мотыля, точка Р движетея 
`раввонфрно по окружности, а проев- 
ця ея 4 на цаметръь со- 


Фиг. 209. 


вершаетъ простое тармоничеекое движен!е. 

$ 45%. Колебашя крейнкопфа паровой машины. Если бы шатунъ 
быль равенъ мотызю (фиг. 210), то, согласно 5 453, врейцкопфь В в- 
зершаль бы простыя гарноническя колебани при равномфрвомь враще- 


ня мотыдя. 


Фиг. 210. 


Если бы шатунъ быль безконечной длины, то онъ яе измфаяль бы 
своего направленя и, согласно 453-му, крейцкопфь В опать таки совер- 
тать бы простыя гармоничесыя колебан. 

Кавъ же движется крейцкопфъ В обыкаовенной паровой чашаны? 


Примемь елдуюпия обозначения: 


АОВ, 
АвВо, 


$ 
5 
ав 


= 8 = длина шатуна, 
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ОА = а = дамиз мотыля, 
Е = ОВ. 
Изъ треугольника ОАВ имфемтъ: 


а... .... 619) 
3тф 6 
{675) 
Изь (фиг, 213} имемъ: 
& = а08ф + В 6086 
‘или, согласно съ (675); 
та 
-аевнь И _ (#) то... .. 618) 
Если мотыль вращается равиомфрно, то: 
=... ... (..х (6177) 
а 2 
= а 608 (@#) =В .—(} 58? (в)... . (678 


Изъ (676) имфемъ: 
При ф =0 получается 
&=а+ь 
при ф = 1830? полузаетея 
,=—в-+ в. 
Сафдоватеньно абоцисся средины С’ разстояня между крайними но- 
ложеншями крейцкопфа равна: 
У-+ь 
2 
Переходя отъ координатъ съ началомъ въ О къ Коорднизтамъ съ на- 
чазомь въ О’, по формуль 


= 6. 


&=#—6 
получияь язъ (678): 


авы т [< ео 1— (=) звй (в) 5... (619) 
Нолагая въ (679) 6 = а получим: 
Е 3а 008 (®0, 
что согласуется съ $ 453-мъ. Полагая въ (679) $ = со получимъ. 
Е а 008 (8)... ....... 680) 
что согласуется съ 5 452-мъ. 
Чфиъ бодьше отношея1е в шатуна къ мотызю, тфмъ 


бохфе движене крейцкопфа обыкновенной паровой машины, опредф- 
ляемое уравнешемъ (679) приближается 5ъ гармоническому опредфляе- 
мому уравненемъ (680}. 
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ГЛАВА И. 
Затухающия колебаня. 


$ 455. Дифференшальное уравнеше затухающихь колебаюй. По- 
смотрахъ, какое вмяне оказываеть на прямолинейныя колебавя со- 
протизлеще среды, напрныёръ, воздуха. Сопротивлеше воздуха въ этомъ 
случа можно разсматривать какъ силу, дЬйствующую, въ сторону про- 
тивоположную движеню, пропорц:онально скорости, кавъ это по- 
казываеть оныть для небольшихъ скоростей. Поэтому сопротивлеве воз- 
духа должно войти въ дифференщальное уравневе гармоническаго дви- 
женя важъ добавочный членъ пропорщюнальный скорости &. 

Если й есть коэффишенть пропорщональноетв, то надо, слфдова- 
тельно, добавить членъ лф. Получимъ: 


ах а ЗИИ 
т да у 0.....-... (886 


Раздфаивъ ве члены этого уравненя на т и положивъ, дли крат- 
костя: 
. - (682) 


.... (683) 


получимь: 
4х ах 


а + ма .... 68) 


Это уравневе (684) называется диффереиц!альнымъ уравз- 
нен{емтъ затухающихь колебан!й. Оно предетавляеть собою 
линейное дифференнельное уравнеше 2-го порядка съ постоянными 
воаффищевтами. 

$ 4656. Ивтегражь дяфферекщальнаго уразнешя затухающихь кохе- 
бан. Интеграль уравнеюя (684) пмфеть видь: 


_# 
з 


Еа .е *. 008 (№1— а}... ... - (884) 


42 @ . 
вЪ чемъ можно убфдиться вычпеливъ изъ (685) я , зв и подотавивъ въ 
(684): получится тождество, если примемтъ, что: 


. 686} 
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Если выберемь начальный моменть такъ, чтобы, пря # = 0, иксъ 
равкялся а, то изъ (685) получимъ: 


завоз (— 4). 


Отсюда 
а=0 


и уравнеюне (585) праметъ видъ: 


_я 
х=ае ‘2% (и' 1). (687) 


х опредфаляется, слЪдовательно, 

вавъ фунёшя не перодическая 

| у но такая, что ее можно разсма- 

9 тривать какъ перодическую съ 
Фиг. 211. перемфнною анплитудою 


ае ‘. 


Графикь этого движешя изображень на (фиг. 211). 


ТЛАВА Ш. 
Вынужденныя колебан!я. 


$ 457. Дифферелюальное уравяеже незатухающихь вынужденныхь 
колебащЯ я его нитоградь. Въ особеняости замфчательныя явленя 
происходять, есди на точку, находящуюся подъ дфйстменъ притяжешя 
хъ центру пропоршональнаго разстояню, дёйствуеть еще пер!одизеская 
сила по направленю прамой, по которой точка колебалась бы безъ этой 
перюдической силы. 

Положимъ, что перюдическая сиха рава Ро0з (8, гдВ ^ нькото- 
рый постоянный множитель, связанный съ церюдомь 7’ силы равен- 
ствомъ: 


еее + (688) 


Дифференщальное уравкеше интересующего насъ движен!, согласно 
съ разсужденями 5 442 получится, если къ уравненю (632) добавимъ 
еще члень Р ‹05 (43). Подучимь: 

&х 


ЧЕ + = Роз... 0... (689) 


Въ теорш линейвыхь дафференщальныхь уравнен!й правая часть 
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этого уравневя называется вторымъ чденомъ и доказывается слЪ- 
дующая теорема: Если общуй интеграхъ уравнен!я 

22 

я + 5 =0......... 90 

я (690) 
безъ второго члена есть ж, иесли попытками удастся 
найти вакой-нибудь частный интегралъ =, уравнен!я 
{689) со вторымъ членомъ, то общ!й интегралъ уравне- 
н1я (689) со вторылъ чденомъ воть 2 —х, + ,. 

Инвтеграль уравневя (690) мы знаемъ изъ (641): онъ равенъ: 


кт) тнг. 689 


д ч.9 ( 


Для опредфленя частнаго интеграла х, ураввевя (689) испытаемъ 
типотезу, ве удовлетворяеть-ли уравненю (689) функша х„, нибющая 
ВИДЪ: 

2. = 4 008 0)... +. (692) 

Эта гипотеза окажется годною въ томъ случаф, если такой 2, и 
его первая и вторая производныя по времени обращають (689) въ 
тождество. 

Вызисляя эти производныя изъ (692), имфемъ: 


42, _ А 
= Ак, яп 09) 
41, 42 03 (№) 
а 


ЗВетавивъ эти величины въ (689) получимЪ: 
— АА? соя ОВ) + п А 08 (8) = Роз (0. 
Сокративъ на 205 (40), имфемъ: 
А (п — Ро. + (693) 
Значить (692) можегь служить частныхь интеграломь уравненя 


(689), если выбрать А такъ, чтобы оно удовлетворяло уравнешв (693). 
Изъ (693) имфемъ: * 


Итакъ, частныхь интеграломь уравнешя (689) можеть быть 


воз (еее. - (694) 


Поэтому, согласно приведенной въ этомъ нараграфЬ теорем® и (591). 
обнуй интеграль уравнешя (689) есть: 


93 (0). - + - (595) 
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Результать получился такой: неродическая ‘сила Р с0з (М), кавъ бы 
прибавила къ колебашямт, производимымъ хатерьяльною точкою безъ 
нея, еше колебашя, выражаемыя уравненемъ (694). 

Свободными колебан:ями называются ть, которыя проиехо- 
дать подь дЬстыемь силы, притятивающей точку т къ неподвижной 
точБВ прокоршонально разстоявю и опредфяяютея согласно 8 443-му 
ураввенемь (691). 

Вынужденными называются колебаня, вносимыя перодичесвою 
силою и опредёляемыя уравиенемь (694). 

Интересующее насъ движен!:е слагается изъ коле- 
бан! й свободныхъ и вынужденныхь опредфляясь урав- 
нен1емъ: 


т т 
евободи. выпужден. 


гай (теч) еен Оо. .. (696) 


$ 268. Резонаноь. ТЬ особенно интересныя явлена, о которыхь мы 
упоминали въ началЬ этой главы происходить, какъ увидимъ, въ томь 
случав когда 2 я. Но какъ разъ нуенно въ этому случаю гипотеза 
(692) непримфнима, потому что въ этомъ случа уравнеше (693) даегь 
Р= 0, что не согласуется съ услошями задачи. 

Поэтому для особенно важнаго случая когда ^ = и зададимея такою 
гипотезою 


2, = 4.1.3109... 1... . (697) 
Ояять вычиеляемь изъ (697): 
и — Аз (40 + АМ. 608 9) 
фа . . : . 
ав = АХ, 603 (№) = АА е05 ОФ) — АА, эт (9). 
ВетавивЪъ эти величияы въ 
2, 
Ч яр = Ре... 0... (889) 


получимъ: 
ЗАХ . 608 (4) — А... 3 06) А „Ват (4) — Роз (04. 
Отбирая отдьльно коэффищенты при синусё и косинус, получимь: 
24 - Рем + А — зн 0—0. . . (698) 
Для того чтобы (691) было частнымъ интограломъ уравненя (689) 
надо, чтобы (698) было тождествомъ. А дшя этого надо, чтобы: 
АА —Р=0 
2—2 =о 


или 

° Р 
А есь. + (699) 
Я=А, у унно , - (100) 


Здьеь (100) есть усдове, характеризующее разснатриваемый случай; 
{699} обращает (697) въ 


Ре. то. ние - (400) 


Имакь, при п == ^ общйй интеграль уравнещя (689), согласно съ 
теорею упомянутою въ $ 457, есть; 


В в, . : 
дав [т +в)... 0) 
свободи. вынужд, 


Здфеь въ ампнитуду Е | вынужденныхь копебанЙ время $ 800 


хножитедемъ. Слфдоватезьно: съ возраставемъ времени { ампзИ- 
туда вынужденныхь колебан! безпредфльно увеличивается. 
Результать поразительный: конечная снла Р с0з (№) можеть довести 
колебаща до размаховъ огромныхт. Хорошо еще, что, какъ мы увидимъ, 
вмян!е сопротивхенй воздуха и трешя умфряеть такую горячность, 
хотя и при сопротивлещихь амилитуда колебалй можеть достигнуть 
опаеныхь (вЪ сооружешяхь) предфловъ, 

Такое увелизеше амплитуды колебанй происходить при ® = А изя 
согласко (688) и (640) при 


3т 


.Г т’ 


то еать при 
Т=тТ 

когда нерфодъ Т’ силы совпадаетъ съ перГодомъ соб- 

ственныхъ волебан;} й, 

Явленце, заключающееся въ томъ, что, при равенств® перода собетвен- 
ныхь колебан! перюду силы, амплитуда увеличивается вазывается 
резонангомъ. 

Резонансь есть явлен:е, состоящее въ увелдичев!и 
амплитуды колебан:В и происходящее пря равенствЪ 
пер!одовъ колебан!й собетвенныхь н кодебан!й дЪИ- 
ствующей силы. 

$ 459 Прямфры резонанеа. Съ авлешемь резонанса мы знакомы изъ 
обыденной жизни; изъ ежедиевнаго опыта мы знаемъ, что рядъ толчковъ, 
сообщаемыхь ТЪду, способном: колебаться, можеть вызвать сильное 
дЬйстве, если толчви сообщаются въ тактъ, 10 есть съ тфжъ же пе- 
рАодомъ, съ. которымъ совершаютен колебашя га. Приведемъ примфры: 
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1) Двое стоять ва враахъ доски обыкновенвыхь качелей. Жоли ови 
будуть присвчать для «поддаваня» не въ тактъ свободнымъ колебашяыь 
системы, состоящей изъ двухъ подвижвыхь чаетей качелей и изъ ихь 
сахихъ, то они качелей не раскачають. Если же они будуть приобдать 
вЪ Такть, то могуть очень сильно {до бодышихъ амплитудъ) раскачаться. 
Качающеся, не зная даже механики, стараются о томъ, чтобы было 
соблюдено услове резонанса А = и. 

2) Если дуть на гарю, подвфшенаую на нити, въ тавть съ ея ево- 
бодными колебанями, то можно ве сильно раскачать. 

3) Есля расвачивать молодую березу вершка 11/, толщиною ие въ 
такть съ ел собствекными колебащами, то нельзя ее сильно раскачать. 
Если же дЪйствовать въ тавтЪ, то можно ев или сломать, или пригяуть 
вочти къ земл®, 

4) Тяжелые языки колоколовъ, доходяние вфсомъ до 100 пуд. и болЪе, 
расвачивають, дЬйствуя въ тантъ привязаниыми къ нимъ веревками ихи 
цьпями. 

5) Струны скрикци илн гитары отзываются на звукъ, производимый 
рядомъ съ нями въ унисонъ съ одною изъ струнъ. Опыгь этоть можно 
произвести напримфръ такъ: Надо положить рядомъ двЪ одинаково 
настроенных сриики; по одной изъ струнъ первой скрипки провести 
слычкомь, чтобы вызвать звукъ, потомь быстро затлунить его, зажавъ 
струны рукою для того, чтобы ея звуяъ не мёшаль разольпцать отёлика 
струны второй скрипки. Здфеь кодебавя струны первой скрипки 6006- 
щаются воздуху, колебашя котораго ДЁйствуютъ вакъ перюдическая сила 
на струвы второй сернпкн и вызывають резонансъ той изъ вихт, кото- 
рая настроена въ увисонъ со струною ', по которой провели емычкомъ. 

Посёдый примфрь относится 5ъ области авБустики, и самое слово 
резонанет происходить оть латиноваго слова гезопаге— отзывалься 
на ЗВукЪ. 

Знаменитые опыты Герца надъ ялектрическихи колебанями 05н9- 
вавы тоже на резовансь. 

$ 460, Вынужденныя колебашя въ сопротивляющейся средь. Въ 
обыденной жизни мы, одвако, не видимъ амплитудь, увезичивающахся 
безпредфдьно. Эго происходить потому, что сопротивлевя оказываютъ 
удерживающее вляне. Изсафлуемь дфйстые воздуха. Для составлен я 
дифференщальнаго уравнешя вывужденныхь холебанй матерьяльной 
точьи въ воздухВ нако, вакъ это мы дфлали въ $ 455, прибавить членъ 
а т. но теперь уже къ уравненю (689). Получимъ: 

#х ах 
ав "Ш 

Для вахождена чястнаго интеграла этого уравнешя зададимея ги- 

потезой. В... ..,. 604) 


+ 2=Роз (№ ..... . (103) 


т: 
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Отсюда инфемь: 


=. . . 
нее зв (4—3)... .... (105) 
@ т. 

2—2)? 608 — т 
ЧЕН... 0... (108 


Замвтниъ предварительно что: 
608 (0) == 008 (4—3 -- 3) — 5 (№— 3). 00 8 эт 04 — Чат 3. (106) 
Ветавивъ въ (703), получим: 
52, ов (М) — Ш.А. яв М Ы— 9) + 
-+ ви? с0з (56 --- 3) = РсбзВ . 609 (№ — 3) — Рэт 8, эт (№ — 3) 


ИЛИ 
[В (и: — ^2) — Реоз 3] воз (№ — 3) + [Рзбь 2 — В9%] зв (№ — 3) = 0. 


Дая обращен!я этого уравнешя въ тождество, назло, чтобы: 


1 (и — №?) == Ре... .... (107) 
= Р.тВ. (+ (108) 
Отсюда . 
4^ - 
ото. 909 
Р 


аа) ` 
Итавъ, частный интеграль (704) принамаеть вндъ: 
Р 


д = 
А (п 


г соз (№3). .... (1) 


тд В спредляется изъ (109). 
Общ иктегразъ уравненя (703) иметь видъ: 
вая, (не. 613) 


тДВ согласно съ (685) 
и 


д =ае 005 Е ) ..... - (118} 
причемъ, согласно съ {686) 
Чень: - @Ы) 


тдВ согласно съ (640) 
еее 9) 


Итакъ, согзаено съ (712). (713} в (111) имфемъ: 


ее 
т=ае *. 005 (ив) + —. Р =. 88 0—3). (118) 
ИРА (и — м) 
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$ 461. Резонанеь колебавй въ воздухф. Если перодъ 7 свободныхь 
колебаюй равенъ пер!оду силы, то я = А. Въ этохъ случа (716) при- 
нимаетгь видъ: 


х=а.е °. 605 (и-а) + Р в — В) (ее - (711) 


Д®йств1е среды таково, что амплитуда вынужден- 
ныхЪ колебзн!# уже ше увеличивается безпредфльно, 
но вее же, въ виду малости 4, эта амплитуда г очевь 
велика. 

Уравнен!е (709), при Х =  лвегь: 

98=< 
... 8) 


Уравнешя (718), (1717) и выражен Р 00$ (4) перюлической силы 
показывают, что: въ случаф резонанса разность В угло- 
выхь фазъ колебан!1я силы и колебан!я вынужденнаго 


равна = 
Въ кинематическомь опредфлени гармоничесвихь колебаний (3 444} 
мы видфли, что радусь точка М описываеть уголь 2х въ течения 
полнаго перюда, слФдовательно уголь = она описываеть въ теченм чет- 
верти перлола. СаЪховательно, если разность угловыхъ фазъ двухь коле- 
бай —= 5, то одно холебаве запаздываеть сравнитезьно съ другимъ 
ва четверть нерюла. Итакъ: въ случа резонанс въ сопро- 
тявляющейся средф колебан!я вынужденкыя отствють 

на четверть пер! ода отъ колебан! силы, 
$ 462. ВШявя треня. Треше ХФ разоматряваемь какъ силу, дЪй. 
ствующую въ сторону противоположную движеншю. Спрашивается, съ ка- 
клУъ знавомъ надо его прибавить въ дифференщальному уравневю ко- 
лебавИЕ. затухающихь оть вияня 

среды (воздуха)? 
Дая отвфта на этотъ вопросъ на- 
пишехъ уравневе затухающихь во- 

о оч Оба в вид 

У 5 2 т 8, 4х 

Фиг. 212. а > 
такъ, чтобы всф силы были въ правой чаети и будемь разсуждать о томъ, 
когда Р’ положительно и Богда отрицательно. Здфеь (- чт) есть тоже 
волёдетв!е чего со 


.. (9 


—я 


созротиваеще, я0 въ него входить множитель ыы 
знаБомъ 4 дЬзо выходить прое, чЪхъ со знавомъ Г. Лучше веего это 
в“е выясняется на слФлующей табличкь и (фиг. 212}, изображающей че- 


и 


тыре положеня колеблющейся точки. Направлене вправо считавмъ 
положительнымь. Составляемъ табличку: 


- - 
Ч с5» 


т 
| ООИКЫ ри 
т 
ино — 
6 
|= _ | _ ! > 
И фо 
м -о + 
----— | | 
4! — + И | _ 


4 


Здфер зкаки при 4 выводатея по знакамъ га = (- 
ные знаки опредёляются по существу дфла; трее же (— ЕР) отрица- 
тельно при движени въ положительную сторону н отрицательно при дви- 
жеши въ положительную сторону. Сопротивлеше (- 9 #) переходить 
оть отрицательныхь значен! въ положительнымъ и обратно чрезъ нуль, 


Е . 
благодаря множитезю пе. Треше же совершаеть эти переходы свач- 


хомъ и авляется тавимъ образомь фуквшею прерывною. 

Вев это приводить къ весьма важному, для избъвашя ошибокъ за- 
кяючению: нельзя, въ случаф существовантя трен{я, рас- 
пространять одно дифферени!альное уравнен!е на все 
колебательное движен!е; чадо каждый разкахъ изотЬловать 
отдвльно. Для движеня въ положительную сторову кало руководствовалься 
уравневемъ: @х ах 


а + ЧЕеЕ+ит 0. . ... . (720} 


цо сравневю послфдняго столбца таблички со стозбщомъ дяя (*), ува- 
вывзющимь направлеще движеня, если хотамъ считать самое А всегда 
положительным. При тёхъ же условяхь для дьиженя въ отрицательную 
сторону надо руководствоваться уравнешемъ: 


а ри =о 2 


ГЛАВА п. 
Мьлыя колебавя системы. 


$ 463. Постановка вопроса. Устойчивымь позожене равнов%ая на- 
зывается въ томъ случаЪ. если, при зазомъ отклонени системы оть этого 
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позоженя, точки системы, какъ только имъ опять предоставляется сво- 
бода движеня, стремятся къ своимъ положенямт раввовЪея. Но что же 
дальше дБлается: застрявуть ди ся точки вЪ положещяхь равноввол, 
ихи будуть около нихъ колебаться? Изслфловаве этого вопроса, къ ко- 
торому ны и приступаенъ, покажеть намь вёрность второго предполо- 
женя: система будетъ совершать налыя колебан{я окодо 
положен!я устойчиваго равновф с! я. Это значить, что каждая 
точка системы колеблется около положення, занямаемаго ею при устой- 
чнвомъ положещи равиовфея системы, если произведено небольшое укло- 
нен1е оть этого похожена. 

ИзелВдован этого вопроса быхо сдфлано Латранжемъ. Уравненя 
Лагранжа зо 2-ой форм особенно удобно примфняются къ этому во- 
просу, допускающеху большое упрощен вида функций Ги 0. 

$ 464. Живая сила пря иалыхь колебаняхь. Будемъ обозначать 
маленькими нуликани начальных значевя, буквою $ индексы перекён- 
ныхъ. Декартовы координаты суть функции координать обобщенныхъ: 

=! (4% 0$...). 

Разлагая эти фунЕц!и въ ряды Мэакъ Лорена, мы мо- 
жемъ отбросить члены второго и высшихъ порадковъ 
по отношению къ ф, 0, ф... если условимся оточитывать эти обобщен- 
выя координаты оть положен! равновфен снетены, то есть если усло- 
зиися считать ихь нузями въ положения разновьея, Дфйствительно, 
устойчивое равновфее воть яменно такое, въ которое немното отклонеч- 
зая система, стремится вернуться, слфдовательно, по самым условямь 
задачи, при увазанномъ выборь начальныхь зкаченй обобщенныхь =о- 


орлинать, эти координаты у, 8, ф... остаются весьма малыми. Итакъ, 
получим: я 
) а, 
в, + (© =) "= (& < (9 
«=» + (№), ++ «(@), 8 (+. . - 28) 


на 


Дияфферевнируя эти уравнен!я, получим: 


4 


= 


(4... + (193) 
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Подставляя эти величины изъ (723) въ выражеве живой силы 


Т Унени +2 


. . (124) 


зидииъ, что 7’ есть однородная квадратичная функщя обобщенныхь ско- 
ростей > 8, $ ... Итавы въ сдучаВ малыхъ колебав! си- 
стемы около положения устойчиваго равновфс; я, живая 
сила Т веть одвородная функц!я второго порядка отъ 
обобщенныхт скоростей. 

Коэффишенты пря обобщенныхь своростяхъ въ (723) суть валаль- 
ныя эвачены д моторыть величивъ, и нотому постоянны. Коэффищенты 
же при 2, ‚в. . ВЪ Живой сихь, какъ комбинаши постояяныхъ, 
тоже постоявны, Потому, обозкачая постоянные коэффишенты буквою & 
с0 значками, уожно, въ случаЪ махыхъ колебаюмй системы, представить 
живую силу въ видЬ: 


Та а, наф... на, ча, +... . (136) 

$ 465. Силовая фуккия при малыхъ волебаникь. Слховая функшя (7 
кавкъ функщя обобщенныхь воординать, амфеть вядъь: 

ЕЕ...) о. 96) 


Разлатая ее въ рядъ и отбросивъ члены третьяго в высшихъ поряд- 
вовЪ, получимт: 


9) 40 5 +1 4), -. 
ао аб = >> (5 28) 


Самое опредфлеше силовой функи дается ио свойству ея 
частныхь производныхь по коорденатамъ быть равными проеь- 
Шямъ сидъ. Поэтому выборъ ея качальнаго значеня внознё зависить 
отъ насъ. Это даеть намъ право положить: 


СО. о. 198} 
Кромь того изъ $ 304 мы знаехъ, что въ положеши равновфйя 4 — 0. 


Слдовательно: 
(из, (а), (22). 


Формулы {727}, (128) и (129) ноказывають, что силовую фувецю, 
въ разематриваемонъ вопрос можно представить въ видЁ: 


ПЕНЬ НУ +... +... . . (130) 


б=ц = ( 


... 129) 


то есть, что: въ случав малыхъ колебаяЁЙ системы около 

положен!я устойчиваго равновфс+я, силован функц! а 

есть фуннц!я Э-го порядка отъ обобщенныхь воодринатъ. 
Я. В. Дызоле. 13 


Курс ехнвческой мехливьн. 
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Отсюда сафдуетъ: 
5-8 


— 95.9 +8, +. 
181) 
и 
= =. + В, +. 


Изъ этихь уравнен видно, что; въ случа изалыхт водеба- 
н1Й системы оволо положенуя устойчиваго равиов%с1я, 
обобщенных силы суть линейныя (перваго порядка) 
функции обобщенныхъ координатъ. 

$ 466. Нормальных координаты. Вт пастоящемь параграф мы по- 
вежемъ, что въ случав малыхь кояебавй системы окодо положен!я рав- 
новЪоя всегда можно иаёти тамя обобщенныя координаты, въ вото- 
рыхъ Т содержить только квадраты обобщенныхь скоростей и 0 со- 
держить только квадралы обобщенныхь воординать. Обобщенныя 
координаты, доставляющы возможность такого простого выращешя Р 
и 0, при воторомъ окЪ не заключили бы попарныхьъ произведевй 
зываются нормальными, 

Для преобразовая въ нормальнымъ координатамь поступаем са$- 
дующимъ образомъ: 

Залаенся линейвымъ преобразоваемт: 

= Афр - В +... 

8 — А, + В,6, +... 
съ нлью впосаёдотыш опредфлять коэффишенты 4, В... 4,В,... 
такъ, чтобы Ги © содержзлн только квадраты. 

Дифферевцируя (782) ло {, позучимъ: 


... (938) 


+= вв, +... | 
$ =Аз + :“ | . (23) 
ф=дф+вА +... | 
Если старыхъ коордивать было и (если число степеней свободы си- 
стемы равно »), то имфетея п’ козффищентовь 4, В... А,,В,... 
Вклазивъ вуфото старыхъ обобщенныхь координатъ и старыхъ обобщен- 
ныхь скоростей ихъ выражее!я чрезъ новыя въ (725} и (730), мы, для 
опредфлевн я” коэффишентовь, составимъ елфдуюнуя уравневя. 
1) л уравненй, ть что коэффиященты при з квадратахъ 
обобщевиыхь скоростей $82... раввы оданидь (ваздый); 
т уравневй, запажантис. что коэффащентовь 


т . 
ры попав произведещяхь 2.5; $ 


. в Гравны нулю. 


3 уравневй выражающихъ, что коэффищентовъ 
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Всего получим 


НВ 


5 н? ураввевй. 


п 
Этихъ я? уравненй достаточно для опредёяешя и? коэффащентовъ 
В... 4, В, . Итакъ, приведее къ нормальнымъ координа- 


тамъ всегда возможно. 
Въ нормадьныхь координатахь для Ри И получимъ выражен: 


(арт вв + т... . 35) 


сдВ а, В, | суть дЫствительныя, подожательныя или отрипательныя, 
Яисла. 

$ 467. Лагранжевы уравненя 2-ой формы въ примбкев къ калымъ 
колебащямь системы. Выражения (184) и (735), получаеныя въ нор- 
нальныхь координатахь, дають: 


ат. 
аа 
92.) 


Поэтому уравненшя Латранжа во 2-ой форм получають, вЪ случа 
малыть водебанй системы оБоло положемя равновфейя, видъ: 


или 


. (136) 


Нормальных координаты тёмъ удобны, что въ нихь важдое диффе- 
рентщальное уравнене (736) содерзить, кром &, только по одному пе- 
‘ремфиному. 

$ 868. Уравнемя малыгь колебаый скстемы въ кощечномъ над. 
Каждое язъ уравнен! (736) вмфеть такой же видъ какъ лнфферен- 
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цральное уравнене (639) гармоническаго движешя. Поэтому сообразуяеь 
съ (639), мы можемь представить интегралы уравнен! (736) въ видЪ: 


$, = в. (Га-ьзИ2) 


8. 5 УЗИ | (+ (31) 


$ 469. Общая теорема о малыхъ колебашяхь снотемы. Уравкешя 
(137) выражають слБдующее: 

Всякая вонсервативная система, если связи не за- 
вВиСЯТЪ отъ времени, отклоненная весьма мало отъ по- 
ложен!я устойчиваго рэавновВс1я, колеблется около 
этого положена такт, что ея нормальныя обобщенныя 
координаты суть гармоническ!я функц!и отъ врежени: 
всякал нормальная координата изыёняется по тому же закону, но кото- 
рому изифияется въ простомъ тармовическомь движеви разстояне #2 
матер!альной точки оть центра колебан!. 

$ 470. Техническое энячен!е резонанса. Теорема предылущаго пара- 
графа связываеть теорйю малыхъ колебанй системы съ теомею про- 
стого гармоническаго движеш:я одной матеральной точки. Оха указы- 
ваеть, между прочимъ, на то, что при волебаняхъ систежы около поло- 
женя устойчиваго равновфе!я можеть получиться резонанеъ. 

Всякое упрутое твердое тёло можеть совершать собетвенныя 
колебаня, и, есаи оно при этомъь подвержено дЬйствю перодической 
сиды, 10, въ сдучаЁ совпаден1я перюда сиды съ перодомтъ собетвенныхь 
колебанй, можеть произойти резонансъ, который, даже при нахичности 
сопротявленЙ, можеть произвести разрушающя деформащи тёла. Съ 
тавою возложвостью инженеръ долженъ считаться. Пояснимъь это ва при- 
мфрахъ. 

1) Мость, прекраско разечитанный на мертвую нагрузу, можеть 
раарутиться отъ того, что по немъ пройдеть мёрнымчъ шагомъ ‹въ 
ногу» воинская часть, не смотря на то, что онъ выдержаль бы вдеся- 
теро большее количество создохь, идушихь «вольнымъ шагонъ». 

Для пзбфжашя разрушешя мостовь оть совпадез!я перюда изъ с06- 
етвенныхт кодебанй съ техпомъ татистяки войсвъ, достаточно раг- 
поряжешя о томъ, чтобы. проходя по мостамъ войска ве шли «въ ногу>- 

) Мость можеть разрушитьея оть церодической нагрузки, происхо- 
дящей оть качав!я шатуновъ идущаго 10 хосту паровоза. Во избфжаше 
хавой пепальной случайности достаточно малпикисту немного увеличить 
или уменьшить скорость позада, если окъ чузствуеть, что ность начи- 
наетъ сильно дрожать. 

3) Валь вакой-нибуль машины можеть быть езомань при настунае- 
ии резонанеа, происходящего отъ совпадейя перюда собственныхь ко- 
лебанй съ перюломь динамической нагрузки подшитниковъ, проиеходя- 
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щаго оть практической невозможности довести ось вала до полкато с0- 
вершенно точнаго совпадешя съ одной изъ главныхъ центральныхь осей 
иверщя. Для избЪжаня этого, достаточно измёнить скорость вала, но ото 
ке веогда удобно; поэтому, ири разсчеть вазовъ, ивженерь заранЪе дол- 
женъ разсмотрёть, не созпадаеть-ли проектируемая имъ скорость вала, 
ифлесообразная въ другихь отношеняхь съ критическою скоростью, 
порожзающею резонансъ. 

Итабъ, борьба съ резонажсомъ сводитея къ избъжашю т®хь крити- 
ческихъ скоростей, при которыхъ перюдъ собетвенныхь колебаний тьта 
совпадаеть съ перюдомъ кавой-нибуль изъ дЬйотвующихь на него свтъ, 
зифшнихъ, или силъ икерщи. Иногда приходится дфхать соотвётствен- 
ный подочеть уже въ самомъ ироекть. 


ОТДЪЬЛЪ ХУЦ. 


РавновЬе гибкой нити. 


ГЛАВА Е 
Обийя теоремы. 


$ 471. Общая уравшеня равковфейя гибкой нитя. Изолёдуя волросъ 
о раввовфеш идеально гибкой нерастяжимой нати, разсматривземь ее 
какъ матеральвую лино, по которой масса распредёлека равночфрио. 
Ланейную плотность нити, то-есть массу отнесенную къ еди- 
вицё длины ватин будемъ обозначать буввою &. Если & есть зеличина 
постоянная вдоль всей нити, то такую нить называють однородною. 
Выдфляемт мысленао элементь нити 
& = вё; 
эффекть-же остающихся концовъ а4 и БВ замфияемь сплами Ти Т, 
валяженя кити, изправленныин 40 касательнымь вЪ точвахь а п 5, 


Масса эдемонта равна 
ат = аа. . (233) 


На него дЬйствуеть сила Р.5.945. Выразичъ, что суммы проекшй 
на оси координатъ трехъ силь 7, 7, в Рё. 4 равны нулю. 
Дая проекц на ось х подрчпиз: 


2... Т, ( 


(48) 


тд 
92) 
1%) из (Т, д: 
(* ) 208 (Ть = 
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„ /4 4х 
1. (в) ТГ (*} 
й 
есть прирамеюе по оси х компонента силы наляжешя нити при пере- 


ход оть а къ Б. Эта разность можеть быть, слфдовательно, представ- 
лена вт, видЬ 


Разность 


42 
(та. 


Если Х, У, 2 суть компоненты действующей солы Р, то (739) при- 


меть зиль 
жа ти] 0. 


Раздфяивъ эти уравненя нё 4 я продфлавъ то-же съ проекщями на оси 
уи 2, получимъ общЕя уравневтя равнов% ся гибкой нера- 
стяжимой нити: 


& (7% 
а 

— =] = иене + (14: 
+ (г в) 0 142) 


Для опредфлев!я фориы нити я ея натяженя вадо опредёлать че- 
тыре величины 2, у, 2, Г какъ функц ддины $ вити, считаемой оть 
хакой-вибудь точки нити. Для этого недостаточно еще 3-хь уравнений 
(342): къ вимъ надо еще присоединить четвертое: 


4х\2 ау \* 42 \3 а 

(«) = и) = (#)=1 (н.. 648) 
выражающее связь между косинусами угловъ, составляемыхъ элементомъ 
45 вити съ осями координалъ, 


$ 172. Интегражь, аегко получаемый изъ уравненй (742). Выпол- 
нивъ увазанныя въ (742} дифферевцированя, нолучияь: 


.. ЧТ ах 4х 
У ве Ган=° 
„ЧР 4 аи 
Уф Тат о и... (44) 
ЧТ и Ч: 
2; в + ТцЕ= 0 
Понвоживъ эти гравнев!я соотафтственно на 
41 ау а: 
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и сложивъ, позучимъ: 
а Хар ау 24] ати а Гаде, (|, 
4 4 “: [*) %} 
4х Фр ау Ру а: в: 
т Ра 


|=° .... (45) 


Коэффишенть при ат равенъ 1 согласно (743); козффищенть пря Т 
равенъ нулю какъ производная по 4 оть (743}. Кром того 


Ха -- Уд 2 =... ... 146) 
если система консервативна. Поэтому (745) иринихаегь видъ: 
$.а0 + 4т=0......... (145) 
Интегрируя (745), получим: 
+=. ......... 046) 


Для того, чтобы освободиться отъ постояннаго интегращи С 10л0- 
жимъ, что извфетно ватажене Ту въ той точь А нити, оть которой 
отечитываемъ длину $ нити. Положихь, что силовая фувкшя въ А 
равна С. Тогда, сотлаено съ (746): 

80, — Т, = С. 
Вычитея это уравнев!0 изъ (746) позучимъ: 
ТВ б) ....-.... м) 
И -- Т=80, + То = в0пя. 
Уравнев!с (747) выражаеть теорему: 

Разность натяжен!Й въ кавихъ-либо двухъ точкахъ 
ннти равна произведен! ю плотности на разность си1о- 
выхъ функц! въ этихъ точкахт, взятую съ обраткыяъ 
зкакомт. 

Нримфръ: Канать, подвфшенный въ точь А, подвфеичь другамъ 
концомь сначала въ В, а потомъ въ такой точкф С, которая лежить 
съ В на одной горизонтали. 

Согласно съ (147) разность натяжеый въ А и В равна развости 
натяженй въ Аи С. 

Если на высот® точекъ В н С ныфется для силы тяжести 

Со = 6, 
то въ 1 из высоть № надь Ви С имфетея 
=. 
Поэтому и соглаено съ (747) 
7 т=аС-6-® =39. 

Значигь: разность ватяжен|я въ двухъ точкахъ равна вфеу 
единицы длины каната, умноженному на высоту одной точки 
надъ другой, 


или 
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ГЛАВА П. 


ЦЪпная линя и параболическая нить. 


3 74. Цвиная дяа. Ливзя, форму которой принимаеть гибкая нить 
подъ вЧащемь салы тяжести, назы- 


а. иизенъ 


2 Хх 
Поэтому уравненя 
Фиг. 213. видь: 


4: РЯ 
Ивтегрируя 2-06 изъ этихъ уравнев!, получимъ: 
ау 
ти = 6...... 
Въ Е ичфемъ 
ау 
&= 0. 


Сльдоватезьно 


Поотому (149) даеть 


Но натажене 7 не равно нулю. Сафдовательно 


у 
0. 
Отсюда: 


у= С, 


Х=0; У=0; 


$ вается цфиною (фиг. 213). 
Возьмемь ось 2 тавъ, чтобы она 
проходила трезъ самую низкую точку 
Е ната; ось у возьмемь пернендику- 
лярво къ элементу нити, находяще- 
муся въ точкВ Е Полагая 


т —=1, 


8 = — 9. 
(142) примуть 
А {748) 
и... (149) 


30 въ Е иибемъ 


Слфдоватедьно и по всей нити 
у=0. 


Итакъ, нить находится вся въ плоскоети (л, 2). 


Интегрируя первое изъ уравненй (748), получанъ: 


Въ Е инфемъ 


тавъ какъ здфоь эдементь нити параллелень оси х. Поэтому 0,= 7 = 
натаженио натн въ Е. Сафдовательно (750) даетъ: 


т ыы ЕД еее. . сы 
Изъ (751) п третьяго изъ уравнен! (748) имфемъ: 
г [9=\ 
о , 
в та —5 
(= 
Или 
а 4 . < 
а [ ` ы Сы... .... (152) 
Положниъ, для краткости 
т : ИА (753) 
Тогда (753) принимаеть визы: 
а (=) = ее: 751) 
Но Е 
& = Уи = и - (*:} =агИТЕР . (155) 
тДЪ 4 
Р=а;. 


Поэтому можно представить (754) въ вилф: 


_ ЧИТ 


р ет 


иле 
ах 
=а 
Интегрируя, получииъ: 
поки но ...... (156) 
Въ Е, при 
я —=0о 
пуфемъ —о 
Слдовательно 
9) = 6, =6. 


Позтому (756) даеть 
Ио == 


изн 


ри ="... ... (157) 


Тождество — о 
(яч (ЕИ-ЬЕ! 


съ равенствомъ (757) даеть 
= 


Уре“... . .. (58) 


Вычтя (1758) изъ (757} имфемъ: 


аа че +С,.. .... (59) 


Возьмемъ начало воординать такъ, чтобы 


ОЕ = а. 
Тогда, при 
6 =0, 
иыфехь а 


зсяфдетье чего для Е равенство (759) даеть 


а=а- С, 
Отеюда 
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Поэтому (759) принимаеть видъ: 


а 


2=5 ее *)......... 00) 
Это и есть уравнен!е нфаной лини. 
& АТ. Натяжене пфиной лишн. Изъ (751) и (155) нибенъ: 
т=БуГ м (901) 
Сложивъ (157) съ (758), инфемъ: 
ИИ... .. 8 
Сравнивъ это равенство съ (760), инфемъ: 
Ижи=а еее. (68) 
Изъ (761) и (763) имфемъ: 
ТЕР... .... .... 64 
а 
Сравиивъ (764) съ (153) получимь: 
Т= 98 (се, (165) 


Ось ох, находящаяся оть цЕиной лиш на разстояи а, называется 


направхяющею; само же а параметром циной лини. 


Для опредфаевня напряженя витя въ точкф ЭГ проведемъ ординату 
ея МК — =. Отрзокъ нити, расположенный ина МК, вфеиль бы 928. 
Но зтой же величин 928 равно но (765) натяжеве нити въ точёВ М. 
Итакъ, напряжен!е нити въ каБой-либо ея точкБ равно 
в%су отрЁёзка этой ннти, повфшеннаго вертикально 


отъ данной точки до ваправляющей. 
$ АТБ. Дяжна цфлной лики. Иаъ (755) и (762) сафдуеть: 


@ = 


те" че °) ак. 


Интегрируя это ураввен!е, подучимъ: 
В В 


5 —“( —е +. 


Если условимся считать в оть вершины Е пбиаой лини, то при 


#—=0 
инфенъ 
3=0 06, =0, 
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Поэтому: 
= 
а 


бе -е "не. - 86) 


$ &76. Параболическая цфиь. Цфпные мосты устраиваются схёдую- 
щинъ образомъ: тажелое горизон- 
тальное мостовое полотно прикрёп- 
с Р пяется нножествомъ сравнительно лег- 
хихь вертикальныхь тягь къ КЫш, 
| БОНЦЫ ЕОТОрой задфланы въ берего- 
м В вые устои (фиг. 214). Какую форму 

Фаг. 214, прининаеть эта цфиь? 

Пренебрегая взсомъ цёии и тягъ 
по сравненшю съ вЪсомъ полотна, разсматриваемь цфпь хавъ однородную 
тажелую нить, которой в№съ пропорщоналень проекщи зах ции на 
торязонталь (вЪсъ полотна). 

РавновЪс1е горизонтальныхь силь даеть: 


Тез = Ъ% 
Равновфейе вертикальныхь силъ лаетъ: 


Тяпф = та. 
Отеюда: 
@ 
тя = ТТ. =. 
Ивтегрируя, получимь 
т? 
= =10—9. 


Я 


Итавъ, циь принныаеть форну параболы. 


